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Численное моделирование локального воздействия на 
нефтяной пласт с применением фиксированных трубок тока 

для типичных схем заводнения

К.А. Поташев*, А.Б. Мазо
Казанский федеральный университет, Казань, Россия 

Трудность численного моделирования площадных методов перераспределения фильтрационных потоков в 
нефтяном пласте состоит в необходимости детального разрешения локальных гидродинамических эффектов и 
тонкой геологической структуры пласта сантиметровых масштабов на межскважинных расстояниях порядка 
нескольких сотен метров. Размерность расчетных сеток традиционных трехмерных моделей подобного раз-
решения даже для отдельных участков воздействия, содержащих малое число нагнетательных и добывающих 
скважин, оказывается чрезмерно большой для проведения проектировочных вычислений. Для преодоления 
данных ограничений предлагается выполнять детальное моделирование фильтрационного течения в двумерных 
поперечных сечениях нефтяного пласта вдоль фиксированных трубок тока переменной ширины между каждой 
парой взаимодействующих нагнетательных и добывающих скважин. Понижение размерности задачи позволяет 
использовать сетки высокого разрешения для моделирования краткосрочных локальных воздействий на пласт.

В настоящей работе представлен алгоритм построения единой фиксированной трубки тока между нагнета-
тельной и добывающей скважинами, обеспечивающий минимальную погрешность вычисления динамики дебита 
и обводненности по задаче двухфазной фильтрации пониженной размерности вдоль трубки тока. Алгоритм 
продемонстрирован на примере двумерной задачи двухфазной фильтрации в пренебрежении капиллярными и 
гравитационными силами в однородном пласте постоянной толщины для трех элементов заводнения, соответ-
ствующих семи схемам расстановки вертикальных скважин – стандартным и обращенным четырехточечной, 
пятиточечной и семиточечной, а также смещенной однорядной. Для указанных элементов заводнения постро-
ены эффективные трубки тока, относительная ширина которых приближена кусочно-линейными функциями. 
На примере смещенной однорядной или пятиточечной схем расстановки скважин выполнена параметризация 
ширины эффективной трубки тока для произвольного отношения сторон элемента заводнения. Представленные 
трубки тока могут быть использованы в качестве готовых шаблонов для последующего моделирования геолого-
технических мероприятий в соответствующих элементах заводнения нефтяного пласта.
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Введение
Моделирование сложных методов техногенного 

воздействия на нефтяной пласт, таких как вытеснение 
нефти растворами полимеров, ПАВ, кислотами, горячей 
водой и др., часто требует детального воспроизведения 
геологической структуры пласта и мелкомасштабных 
гидродинамических эффектов, определяющих эффектив-
ность мероприятия. Пространственный шаг подобных 
расчетных сеток может достигать 10-1÷10-2 м, что на 1–2 
порядка превосходит разрешение традиционных трех-
мерных моделей заводнения всей залежи. Для описания 
подобных воздействий на пласт достаточно ограничить 
расчетную область модели участком пласта, содержа-
щим небольшое число взаимодействующих скважин. 
Часто это нагнетательная скважина, в которую произ-
водится закачка специальных растворов, и ближайшее 

ее окружение добывающими скважинами. Однако даже 
локальные трехмерные модели обычно оказываются 
непригодными для проектировочных многовариантных 
расчетов при требуемой степени детализации ввиду 
чрезмерно большой размерности расчетной сетки. При 
характерной площади участка порядка 1 км2 и толщине 
пласта 10÷100 м размерность сетки с шагом 0.1 м будет 
достигать 1010÷1011 узлов. Одним из вариантов решения 
проблемы может быть использование модели фильтрации 
с фиксированной трубкой тока, позволяющей одновремен-
но принципиально сократить вычислительные затраты 
и использовать сетки высокого разрешения (Мазо и др., 
2017; Поташев и др., 2016; Шелепов и др., 2016). Такие 
характеристики модели достигаются за счет разложения 
трехмерной задачи фильтрации на серию двумерных задач 
в вертикальных сечениях трубок тока.

Подчеркнем, что модель фиксированной трубки тока 
(МФТТ) не заменяет модель глобальной динамики заво-
днения, а дополняет ее, поскольку предназначена лишь 
для описания относительно краткосрочных локальных 
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эффектов, при которых общая схема взаимодействия 
добывающих и нагнетательных скважин на участке со-
храняется. При этом совместное использование быстро-
действующих локальных моделей фиксированной трубки 
тока с суперэлементной моделью глобального заводнения 
залежи (Мазо, Булыгин, 2011; Булыгин и др., 2013; Мазо, 
Поташев, 2020) может принципиально расширить область 
решаемых проектировочных задач за счет максимального 
сокращения вычислительных затрат при моделировании 
разработки нефтяного месторождения.

Описание фильтрационных течений в нефтяных и 
водных пластах с помощью теории недеформируемых 
(«жестких», фиксированных) трубок тока имеет более чем 
полувековую историю. В отечественной литературе пер-
вые изложения постановок основных задач фильтрации 
в недеформируемых трубках тока – для несжимаемого 
и сжимаемого однофазного потока, для поршневого вы-
теснения одной фазы другой и для двухфазной фильтра-
ции – можно найти в работах (Крылов и др., 1948; Чарный, 
1948; Крылов и др., 1962; Чарный, 1963). В зарубежной 
литературе в качестве первых работ по применению мето-
да трубок тока для моделирования разработки нефтяных 
пластов упоминаются статьи (Higgins, Leighton, 1961, 
1962; Martin, Wegner, 1979).

Согласно данному методу вся область заводнения 
покрывается небольшим числом трубок тока между 
каждой парой взаимодействующих нагнетательных и до-
бывающих скважин. Границы трубок тока определяются 
по линиям тока, построенным из решения стационарной 
однофазной задачи, и считаются неизменными в течение 
всего процесса заводнения. Основным принципом дан-
ного метода, позволяющим на порядки ускорить решение 
задачи двухфазной фильтрации, является построение 
аналитического решения одномерной задачи Баклея-
Леверетта для описания переноса насыщенности вдоль 
трубок тока с непроницаемыми боковыми границами. Для 
определения расхода для каждой трубки тока в каждый 
момент времени вычисляется ее полное фильтрационное 
сопротивление, зависящее от мгновенного распределения 
в ней насыщенности.

В работах (Higgins, Leighton, 1962; Martin, Wegner, 
1979) было показано, что предположение о неизменности 
формы трубок тока не влечет значительной погрешности 
решения задачи. Так для типичных схем заводнения по-
грешность вычисления нефтеотдачи пласта не превос-
ходит 10%, когда отношение предельных подвижностей 
водной и нефтяной фаз лежит в интервале от 0.1 до 10. 
При этом ячейка периодичности схемы заводнения раз-
бивалась на 5 трубок тока.

Заметим, что в традиционных подходах ширина трубок 
тока является функцией продольной координаты, трубки 
тока могут быть неоднородными по проницаемости и по-
ристости, однако являются одномерными. Для описания 
вертикальной неоднородности нефтяного пласта он пола-
гается слоистым, вдоль каждого слоя строятся трубки тока 
одинаковой формы, а обмен жидкостью между слоями при 
этом не учитывается (например, Higgins, Leighton, 1961; 
методика Ю.П. Борисова «ВНИИ-1», Сургучев и др., 1984; 
Emanuel, Milliken, 1997). Распределение дебита скважин 
на расходы вдоль трубок тока выполняется пропорцио-
нально их фильтрационным сопротивлениям.

Для учета в методе трубок тока двумерного течения в 
неоднородном поперечном сечении пласта была предло-
жена так называемая гибридная схема (Lake et al., 1981), 
являющаяся комбинацией площадного метода трубок тока 
и традиционного метода конечных разностей в вертикаль-
ном сечении пласта. В ней полагается, что площадное 
течение определяется расстановкой скважин, тогда как 
вертикальное поведение потока в первую очередь зависит 
от геологического строения пласта и способа вытеснения 
нефти. Модель типичного поперечного сечения пласта 
между парой нагнетательной и добывающей скважин опи-
сывается детальной сеткой с шагом порядка 0.1–1 м. Из 
решения задачи двухфазной фильтрации по этой модели 
получают зависимости от числа закачанных поровых объ-
емов воды фазовой доли в отбираемой жидкости и средней 
насыщенности в трубке тока. Далее строится решение 
площадной задачи методом трубок тока для модели одно-
слойного пласта. По закачанным в трубки тока поровым 
объемам жидкости определяется их фильтрационное 
сопротивление и вынос фаз в добывающую скважину 
путем масштабирования функций отклика, полученных из 
решения двумерной задачи в поперечном сечении пласта. 
Данная схема была обобщена для моделирования различ-
ных методов повышения нефтеотдачи пласта (Lake et al., 
1981; Emanuel et al., 1989; Renard, 1990). Позже в работе 
(Hewett, Behrens, 1991) было представлено детальное 
обсуждение масштабирования свойств при определении 
осредненных функций отклика для неоднородных верти-
кальных сечений и получен вывод, что в общем случае 
неоднородность не позволяет переходить от двумерных 
задач к одномерным с помощью масштабирования.

Другой способ учета двумерного течения продемон-
стрирован в работе (Baek, Hewett, 2000). Здесь поперечное 
сечение каждой трубки тока снова покрывается системой 
фиксированных трубок тока, вдоль которых строится 
серия одномерных решений задачи Баклея-Леверетта о 
переносе насыщенности с пересчетом их фильтрацион-
ного сопротивления. Авторы характеризуют предложен-
ный метод как быстрый инструмент для оценки влияния 
неопределенности геологической модели, который при 
этом не является удобным методом для решения задач 
управления нефтяным пластом.

С анализом дальнейшего развития метода трубок тока 
можно познакомиться, например, в работах (Thiele, 1994; 
Al-Najem et al., 2012).

Данная работа посвящена исследованию модели филь-
трации с фиксированной трубкой тока, представленной 
в работах (Мазо и др., 2017; Поташев и др., 2016; Мазо, 
Поташев, 2020). Ее отличие от указанных выше методик 
заключается в том, что трубка тока является двумерной, 
отражая характерное вертикальное сечение пласта между 
нагнетательной и добывающей скважинами. В данном 
поперечном сечении переменной ширины, соответству-
ющей ширине трубки тока, решается двумерная задача 
двухфазной фильтрации на детальной расчетной сетке. 
Таким образом, в данной модели не вводятся упрощения, 
необходимые для построения аналитического решения 
задач Баклея-Леверетта вдоль одномерных трубок тока.

В настоящей работе рассматривается вопрос о возмож-
ности построения всего одной – эффективной трубки тока, 
которая бы полностью определяла взаимодействие пары 
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нагнетательной и добывающей скважин. При этом шири-
на трубки тока полагается неизменной (фиксированной). 
Оценивается погрешность определения показателей работы 
скважин из решения задачи двухфазной фильтрации в труб-
ке тока, и предлагается алгоритм построения эффективной 
трубки тока, минимизирующий данную погрешность.

Построение эффективной трубки тока продемонстри-
ровано для типичных схем заводнения, описываемых вза-
имодействием одной пары добывающей и нагнетательной 
скважин: для прямой и обращенной семи-точечной схемы, 
эквивалентной четырех-точечной схеме заводнения, и сме-
щенной однорядной схемы, эквивалентной пяти-точечной 
схеме заводнения (Willhite, 1986).

Полученная для произвольной схемы взаимодействия 
нагнетательных и добывающих скважин эффективная 
трубка тока может быть использована в качестве готового 
шаблона для последующего моделирования геолого-тех-
нических мероприятий в соответствующих элементах 
заводнения нефтяного пласта.

При построении трубок тока используются линии 
тока, построенные в горизонтальной плоскости по век-
торному полю скорости фильтрации, определенному из 
решения двумерной стационарной задачи фильтрации. 
Такая модель может быть получена путем осреднения по 
толщине пласта трехмерной модели глобального заво-
днения на момент проведения локального мероприятия 
(Мазо и др., 2017).

Имея целью исследовать принципиальную возмож-
ность и точность воспроизведения двухфазного фильтра-
ционного взаимодействия нагнетательной и добывающей 
скважин с помощью одной трубки тока фиксированной 
ширины, в данной работе рассматривается случай одно-
родного нефтяного пласта постоянной толщины, вскры-
того вертикальными совершенными скважинами, в прене-
брежении капиллярными и гравитационными эффектами, 
а также сжимаемостью породы и флюидов. При таких 
условиях «точные» показатели работы скважин могут 
быть получены в результате решения двумерной задачи 
двухфазной фильтрации в области элемента заводнения 
на детальной расчетной сетке.

1. Двумерная задача двухфазной фильтрации в 
элементе заводнения пласта

При указанных допущениях процесс заводнения ос-
редненного по вертикали нефтяного пласта в пределах 
ячейки периодичности D заданной схемы расстановки 
скважин, моделируемых точечными источниками, будем 
описывать системой двумерных уравнений в горизон-
тальной плоскости (x,y) в безразмерных переменных 
(Баренблатт, 1984) для давления:

,	 (1.1)
и для насыщенности: 

	
(1.2)

с начальным условием, выражающим отсутствие водной 
фазы в пласте:

,	 (1.3)
граничным условием, отражающим отсутствие потока 
жидкости через границу ∂D элемента заводнения в силу 
симметрии расстановки эквивалентных скважин:

,	 (1.4)

заданным забойным давлением и условием полного на-
сыщения водной фазой на нагнетательных скважинах:

	 (1.5)
и заданным забойным давлением на добывающих 
скважинах:

.	 (1.6)
Здесь t – время; p – давление в жидкости; s – водона-

сыщенность; u – скорость фильтрации двухфазной смеси; 
ϕ(s) = f1(s)+Kµ f2(s) – функция суммарной подвижности 
двухфазной смеси; f(s) = f1(s)/ϕ(s) – функция Баклея-
Леверетта; f1(s) = s3, f2(s) = (1-s)3 – функции относительных 
проницаемостей водной и нефтяной фаз, соответствен-
но; (xj,yj) – координаты скважин; δ(x) – дельта-функция 
Дирака; qj – удельные на единицу толщины пласта де-
биты скважин, определяемые при решении задачи; NW = 
NW

P+NW
I – количество скважин в области D; верхние 

индексы P,I определяют принадлежность параметра до-
бывающим («producer») и нагнетательным («injector») 
скважинам, соответственно. Отношение Kµ = µ1/µ2 ве-
личин динамической вязкости водной и нефтяной фаз 
полагалось равным единице.

Геометрия области D и координаты (xj,yj) расположения 
скважин задаются в зависимости от моделируемых схем 
заводнения (рис. 1).

Поскольку каждая рассмотренная схема расстановки 
скважин полностью описывается взаимодействием одной 
пары нагнетательной и добывающей скважин (NW

P = 
NW

I = 1), то для простоты будем обозначать удельный 
дебит и обводненность добывающей скважины, получен-
ные из решения задачи (1.1)–(1.6), без дополнительных 
индексов, называя их в дальнейшем «точными» или «ис-
тинными» значениями:

.	 (1.7)

2. Одномерная задача двухфазной фильтрации в 
трубке тока

Для построения фиксированных в течение всего про-
цесса заводнения пласта трубок тока используется серия 
N линий тока, построенных по векторному полю скорости 

Рис. 1. Схемы расстановки скважин: а) семиточечная (аналог 
обращенной четырехточечной); б) обращенная семиточечная 
(аналог четырехточечной); в) смещенная однорядная (аналог 
стандартной (верхний элемент) и обращенной (нижний) пя-
титочечной); заливкой указана область ячеек периодичности 
элементов заводнения нефтяного пласта; ● – добывающие 
скважины; ▲ – нагнетательные скважины

а) б) в)
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фильтрации u(x,y), найденному из решения стационарной 
задачи однофазной фильтрации (1.1), (1.4) в области D при 
начальном распределении насыщености (1.3).

Линии тока определяются как линии, касательная 
к которым в каждой точке направлена вдоль вектора u. 
Каждая линия тока имеет свою длину λi(i = 1…N)

 
и, со-

гласно условию непроницаемости границы области ∂D 
(1.4), начинается (при l = 0) в нагнетательной скважине и 
заканчивается (при l = λi) в добывающей скважине.

Будем понимать под трубкой тока область пласта, 
ограниченную сверху и снизу его кровлей и подошвой, а 
по бокам вертикальными поверхностями, проходящими 
вдоль любых двух линий тока. Предположение о слабой 
изменчивости формы линий тока по вертикали вблизи 
скважин, несовершенных по степени вскрытия слоистого 
пласта, выполняется в широком диапазоне характерных 
значений проницаемости пропластков (Spirina et al., 
2019). Границы трубки тока являются непроницаемыми, 
и суммарный расход через ее нормальные сечения при-
нимает одинаковое значение по всей длине. Вдоль каждой 
линии тока i можно построить отдельную трубку тока, 
которую в дальнейшем будем называть исходной (ИТТ), 
обладающую переменной относительной шириной wi(l), 
обратно пропорциональной модулю скорости фильтрации 
в данной точке l линии тока:

.	 (2.1)
При построении ИТТ предполагается, что скорость 

фильтрации на всей поверхности скважин радиуса rw 
одинакова и определяется их дебитом (Поташев, Ахунов, 
2020). Поэтому функция относительной ширины всех N 
ИТТ принимает одинаковые значения на их границах:

.	 (2.2)
Постановка задач двухфазной фильтрации в каждой 

исходной трубке тока i = 1…N с неизменной в течение 
всего времени функцией wi(l) будет содержать (Мазо и др., 
2017) уравнение для давления и насыщенности:

, (2.3)

,	 (2.4)

начальное условие, соответствующее условию (1.3):
,	 (2.5)

и граничные условия, соответствующие условиям (1.5), 
(1.6) на скважинах:

 	 (2.6)
Решение задач (2.3)–(2.6) позволяет отыскать в каждой 

ИТТ (i = 1…N) функции давления pi(t,l), насыщенности 
si(t,l) и скорости фильтрации ui(t,l).

Поскольку все исходные трубки тока в соответствии с 
распределением в области D линий тока характеризуются 
различной длиной λi и различными функциями относи-
тельной ширины wi(l), то мгновенное положение фронта 
насыщенности в каждой ИТТ и фазовый состав притока 
жидкости от нее к добывающей скважине отличаются.

Удельный дебит добывающей скважины и ее обводнен-
ность в момент времени t можно приближенно вычислить 

по решениям в исходных трубках тока по формулам:

,	 (2.7)

,	 (2.8)

где α – доля кругового контура скважины, на который 
приходится приток со стороны исходной трубки тока под 
номером i, при этом:

.	 (2.9)

Целью данной работы является разработка способа 
замены всех исходных трубок тока одной фиксированной 
эффективной трубкой тока (ЭТТ), решение задачи двухфаз-
ной фильтрации вдоль которой позволяло бы определять 
показатели работы скважин с минимальной погрешностью.

3. Построение эффективной трубки тока
Построение эффективной трубки тока по набору ис-

ходных трубок тока будем выполнять путем нормировки 
всех ИТТ по их длине с последующим вычислением 
средневзвешенной по заданным весовым коэффициен-
там функции относительной ширины w. Под весовыми 
коэффициентами можно понимать коэффициенты αi. 
Тогда задача построения ЭТТ сводится к отысканию оп-
тимальных значений αi.

Все параметры и характеристики эффективной трубки 
тока будем обозначать аналогично параметрам исходных 
трубок тока без нижнего индекса.

Нормировка всех ИТТ по длине приведет к новой про-
дольной координате:

.

Относительную ширину w(x) ЭТТ в каждом сечении x 
будем вычислять как линейную комбинацию относитель-
ных ширин wi(x) всех ИТТ с коэффициентами ai:

.	 (3.1)

На основе постановки (2.3)–(2.6) задач в ИТТ, введя 
обозначения

,	 (3.2)

запишем постановку задачи двухфазной фильтрации в 
эффективной трубке тока:

 

(3.3)

	

(3.4)

Вычисляя весь приток пластового флюида к добыва-
ющей скважине с помощью решения задачи (3.3)–(3.4) 
в одной ЭТТ, согласно (2.7), (2.8) и нормировке (3.2), 
получим формулы для вычисления удельного дебита и 
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обводненности скважины по МФТТ в эффективной (ниж-
ний индекс «E») трубке тока:

,	 (3.5)

.	 (3.6)
Отметим, что переход от набора исходных трубок тока, 

обладающих истинными фильтрационными свойствами 
нефтяного пласта, к осредненной эффективной трубке 
тока взывает необходимость реализации процедур апскей-
линга (Christie, 1996) – определения эффективных величин 
абсолютной проницаемости и функций относительных 
фазовых проницаемостей в эффективных трубках тока, 
которые бы гарантировали минимальную погрешность 
при вычислении суммарного и фазовых потоков через нор-
мальные сечения ЭТТ. Тем не менее, оставляя на будущее 
решение данного вопроса, уравнения (3.3) и (3.6) запишем 
в предположении о том, что абсолютная и относительные 
фазовые проницаемости в ЭТТ остаются исходными. 
Таким образом, повышение точности приближения истин-
ных показателей работы добывающей скважины q(t), F(t) 
(1.7) величинами qE(t), FE(t), вычисленными из решения 
задачи в ЭТТ по формулам (3.5), (3.6), будем обеспечивать 
определением весовых коэффициентов ai, минимизирую-
щих функционал среднего отклонения:

,	 (3.7)

где Rq, RF – соответственно максимальные отклонения 
графиков q(t), F(t) от qE(t), FE(t) за период T расчета ди-
намики удельного дебита и обводненности.

Число искомых весовых коэффициентов αi, миними-
зирующих функционал (3.7), совпадает с числом N ИТТ. 
Полагая, что степень влияния αi отдельной ИТТ на дебит 
и обводненность скважины линейно убывает с ростом 
длины λi трубки тока, и учитывая условие (2.9), можем 
записать зависимость:

.	 (3.8)

Таким образом, задача отыскания оптимальных зна-
чений коэффициентов αi сводится к задаче одномерной 
минимизации с отысканием всего одного параметра:

.	 (3.9)

Заметим, что форма эффективной трубки тока, во-
обще говоря, не будет совпадать с формой трубок тока, 
ограниченных какими-либо линиями тока.

4. Результаты
В качестве примеров построения эффективных трубок 

тока рассмотрены три типичные формы элементов заво-
днения нефтяного пласта (рис. 1), соответствующие семи 
различным схемам расстановки скважин: стандартным и 
обращенным четырех-, пяти- и семи точечным, а также 
смещенной однорядной (Willhite, 1986).

Для определения «точных» значений дебита и об-
водненности (1.7) строилось численное решение задачи 
(1.1)–(1.6) по схеме IMPES (Implicit Pressure, Explicit 
Saturation – неявной по давлению, явной по насыщенно-
сти) (Aziz, Settari, 1979). В соответствии с проведенным 
исследованием сходимости решения задачи двухфазной 
фильтрации для каждой схемы заводнения использовались 

расчетные сетки, содержащие от 200 до 400 конечных 
элементов между нагнетательной и добывающей скважи-
нами, что позволяло детально воспроизводить фронталь-
ный характер продвижения насыщенности. Численное 
решение задачи (3.3)–(3.4) в эффективной трубке тока 
выполнялось также по схеме IMPES. Детальность расчет-
ной сетки в ЭТТ соответствовала детальности двумерных 
сеток. Задача одномерной минимизации (3.9) решалась 
методом золотого сечения. Вычисление отклонения R по 
формулам (3.7) для каждой схемы расстановки скважин 
выполнялось до момента времени T, соответствующего 
достижению обводненностью значения F = 0.98.

4.1. Семиточечная схема расстановки скважин
Ячейка периодичности элемента заводнения семито-

чечной схемы расстановки скважин аналогична ячейке 
обращенной четырехточечной схемы (рис. 1, а), когда в 
центре треугольной области D расположена нагнетатель-
ная скважина, а в ее вершинах – добывающие скважины. 
Между добывающими скважинами задавалось расстоя-
ние L = 1, радиус скважин был задан равным rw = 0.001. 
Структура линий тока, построенных внутри области D, 
и распределение в ней насыщенности на различные мо-
менты времени показаны на рис. 2.

Построение ЭТТ выполнялось для наборов, содержа-
щих разное число N ИТТ, равномерно покрывающих ячейку 
периодичности элемента заводнения D (рис. 1, а). Длины 
λi построенных таким образом исходных трубок тока при-
нимали значения от 0.576 до 0.776. Функция относительной 
ширины w(x) ЭТТ (рис. 3, б) и ее приведенная длина λ = 
0.62 оказались слабо зависящими от числа N ИТТ при том, 
что исходные функции wi(x) всех ИТТ заметно отличались 
друг от друга (рис. 3, а). Стабильность функции относи-
тельной ширины w(x) достигается комбинациями коэффи-
циентов αi, определяющими вклад каждой исходной трубки 
тока в эффективную. Например, при N = 5 минимальное 
и максимальное значения коэффициентов αi составили 
0.066 и 0.26, отличаясь примерно в 4 раза, а при N = 120 
они равны 0.0064 и 0.0088, отличаясь менее чем в 1.5 раза.

Вид результирующей функции w(x) ЭТТ позво-
лил предложить ее упрощенную кусочно-линейную 

Рис. 3. Функции относительной ширины нормированных по дли-
не трубок тока: а) для всех ИТТ при N = 5; б) для ЭТТ при N = 3, 
5, 10, 120 и их аппроксимация по (4.1) (линия двойной толщины)
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Рис. 2. Структура линий тока в ячейке периодичности элемен-
та семиточечной схемы расстановки скважин и распределение 
насыщенности в моменты времени а) t = 0.1, б) t = 0.4, в) t = 3.0

б)а) в)
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аппроксимацию W(x)≈w(x)/wR, более удобную для бы-
стрых инженерных расчетов. С учетом обозначений (2.2) 
функцию W(x) запишем в виде:

	
(4.1)

Здесь w = wL/wR; а коэффициенты a,b отражают кон-
вергентный и дивергентный характер течения вблизи на-
гнетательной и добывающей скважин соответственно и 
определяются по производным функции w(x) на границах: 
a = w’(0)/wR, b = –w’(1)/wR. Параметр x = (b+1–ω)/(a+b) 
определяется как точка пересечения обеих прямых (4.1).

При построении функции W(x) по формуле (4.1) 
(рис. 3, б) были определены следующие значения ее па-
раметров: w = 2, α = a/(λ/rw) = 2.052, β = b/(λ/rw) = 0.906.

На рис.  4 показано сравнение истинной динамики 
удельного дебита и обводненности добывающей скважины 
с результатами решения задачи в различных трубках тока. 
Использование ЭТТ или ее аппроксимации (4.1) (рис. 4, б) 
приводит к значительному повышению точности воспроиз-
ведения функций q(t), F(t) по сравнению с использованием 
любой из исходных трубок тока (рис. 4, б) (табл. 1).

4.2. Обращенная семиточечная схема 
расстановки скважин

Ячейка периодичности элемента заводнения об-
ращенной семиточечной схемы расстановки скважин 
аналогична ячейке четырехточечной схемы (рис. 1, б), 
когда в центре треугольной области D расположена до-
бывающая скважина, а в ее вершинах – нагнетательные 
скважины. Расстояние между нагнетательными сква-
жинами и радиус скважины также задавались равными 
L = 1 и rw = 0.001.

Структура линий тока, построенных при начальных 
условиях (рис. 5), совпадает со структурой линий тока в 

случае семиточечной схемы расстановки скважин п. 4.1.
Общие закономерности построения эффективной 

трубки тока обращенной семиточечной схемы при раз-
личном числе исходных трубок тока сохранились ана-
логичными случаю стандартной семиточечной схемы 
заводнения (п. 4.1). Функция относительной ширины w(x) 
ЭТТ и ее аппроксимация W(x) в виде (4.1) с параметрами 
w = 0.5, α = 0.492, β = 0.952, λ = 0.61 показаны на рис. 6, а.

На рис. 6, б показано сравнение истинной динамики 
дебита и обводненности добывающей скважины с резуль-
татами решения задачи в ЭТТ. В отличие от стандартной 
семиточечной схемы отклонение функций обводненности 
F(t) и FE(t) оказывается более значительным, что объ-
ясняется структурой заводнения. Вблизи добывающей 
скважины формируются области медленного вытеснения 
нефти (рис. 5, б), вследствие чего рост обводнения также 
замедляется по сравнению со стандартной семиточечной 
схемой расстановки скважин. На данном примере ста-
новится более наглядным сделанное ранее замечание о 
необходимости выполнения апскейлинга функций ОФП 
f1(s), f2(s) для воспроизведения функции F(t) с помощью 
решения задачи вдоль одной трубки тока.

Использование эффективной трубки тока или ее ап-
проксимации (4.1) по сравнению с использованием про-
извольных исходных трубок тока снижает погрешность 
воспроизведения функций q(t), F(t) при N = 5 в среднем 
в 2.5 раза (табл. 2).

Параметр ИТТ-1 ИТТ-2 ИТТ-3 ИТТ-4 ИТТ-5 ЭТТ W (x)  

Rq
 

0.118 0.106 0.081 0.077 0.694 0.027 0.072 
RF

 
0.114 0.095 0.034 0.079 0.578 0.017 0.034 

R
 

0.116 0.101 0.058 0.078 0.636 0.022 0.053 

Табл. 1. Погрешность вычисления дебита и обводненности по 
исходным и эффективным трубкам тока для семиточечной 
схемы расстановки скважин при N = 5
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Рис. 6. Результаты построения эффективной трубки тока 
для обращенной семиточечной схемы заводнения: а) относи-
тельная ширина w ЭТТ при N = 3, 5, 10, 120 (тонкие линии) 
и аппроксимация W (линия двойной толщины); б) дебит (чер-
ный) и обводненность (синий) – истинные значения (маркеры) 
и вычисленные по ЭТТ с исходной относительной шириной w 
(тонкие линии) и с аппроксимированной шириной W (линии 
двойной толщины)
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Рис. 4. Сравнение истинных (маркер) и вычисленных в трубках 
тока (линии) дебита и обводненности: а), б) – из решения за-
дачи (2.3)–(2.6) в каждой ИТТ при N = 5; в), г) – из решения за-
дачи (3.3)–(3.4) в ЭТТ с использованием исходной функции w(x) 
(тонкие линии) и аппроксимации W(x) (линии двойной толщины)

в)

Рис. 5. Структура линий тока в ячейке периодичности элемен-
та обращенной семиточечной схемы заводнения и распреде-
ление насыщенности в моменты времени а) t = 0.1, б) t = 0.5, 
в) t = 3.0

б)а)

Параметр ИТТ-1 ИТТ-2 ИТТ-3 ИТТ-4 ИТТ-5 ЭТТ W (x)  

Rq
 

0.083 0.069 0.033 0.125 0.217 0.037 0.021 
RF

 
0.149 0.135 0.091 0.118 0.424 0.078 0.099 

R 
0.116 0.102 0.062 0.122 0.321 0.058 0.060 

Табл. 2. Погрешность вычисления дебита и обводненности по 
исходным и эффективным трубкам тока для обращенной се-
миточечной схемы расстановки скважин при N = 5
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4.3. Смещенная однорядная схема расстановки 
скважин

Прямоугольные ячейки периодичности D элемента 
заводнения смещенной однорядной схемы расстановки 
скважин аналогичны ячейкам стандартной и обращенной 
пятиточечных схем (рис. 1, в). Зададим ширину обла-
сти D как L = 1. Высота H для случая равноотстоящих 
скважин совпадает с L, а в более общем случае может 
принимать произвольные значения. В левом нижнем 
углу расположим нагнетательную скважину, в верхнем 
правом углу – добывающую. Радиус скважин зададим 
равным rw = 0.001.

Для случая H = L решение задачи (1.1)–(1.6) в области 
D симметрично относительно диагонали, проходящей от 
нагнетательной скважины к добывающей (рис. 7). При 
иных значениях отношения q = L/H данная симметрия 
нарушается (рис. 8).

Все расчеты с построением эффективных трубок тока 
проводились для различных отношений q = {1/2, 2/3, 
3/4, 4/5, 1/1}. Согласно форме полученных эффективных 
трубок тока и учитывая, что wL = wR, для всех рассмотрен-
ных случаев вместо зависимости (4.1) был использован 
следующий вид аппроксимации (рис. 9):

(4.2)

Коэффициенты d, h зависимости (4.2) отыскивались 
для каждого отношения q из условия наилучшего прибли-
жения построенной эффективной трубки тока. Значения 
R, Rq, RF приведены в табл. 3.

Для построения ЭТТ по приближенной зависимости 
(4.2) при произвольном отношении сторон элемента за-
воднения D коэффициенты d,h были аппроксимированы 
функциями форм-фактора q (рис. 10, а, б):

.	 (4.3)

Зависимость входящей в (4.3) приведенной длины λ 
эффективной трубки тока от форм-фактора q аппрокси-
мировалась функцией (рис. 10, в):

L .	 (4.4)

Тестирование предложенных аппроксимаций (4.3), 
(4.4) для трех дополнительных значений форм-фактора 
q = {0.55,0.6,0.9} продемонстрировало хорошее совпа-
дение аппроксимированных и действительных значений 
коэффициентов d, η, λ. 

Средняя погрешность прогноза коэффициента d со-
ставила 0.8 %, коэффициента h – 2.9 %, и величины λ – 
0.27 % (рис. 10).

5. Заключение
Предложена методика построения единой эффектив-

ной фиксированной трубки тока, описывающей взаимо-
действие пары нагнетательной и добывающей скважин, 
позволяющая понизить размерность задачи двухфазной 
фильтрации без значительной потери точности воспро-
изведения показателей работы скважин.

а) б) в)

Рис. 10. Зависимости коэффициентов d (а), h (б), l (в) аппрок-
симации (4.2) относительной ширины ЭТТ смещенной одно-
рядной схемы расстановки скважин от отношения сторон 
элемента заводнения: сплошная линия – приближенные зави-
симости (4.3), (4.4); маркеры – аппроксимационные (●) и про-
гнозные (▲) точки

L / H 1 / 2 2 / 3 3 / 4 4 / 5 1 / 1 
Rq

 
0.058 0.042 0.052 0.052 0.044 

RF
 

0.143 0.133 0.159 0.157 0.169 
R 

0.100 0.087 0.105 0.104 0.106 

Табл. 3. Погрешность вычисления удельного дебита и обвод-
ненности в эффективной трубке тока для смещенной одно-
рядной схемы расстановки скважин

а) б)

в) г)  

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1
2
3
4
5
6

x

w

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1
2
3
4
5
6

x

w

 

 

0 2 4 6 8 10
0

0.2
0.4
0.6
0.8

1

t

q, F

 

 

0 2 4 6 8 10
0

0.2
0.4
0.6
0.8

1

t

q, F

 

 

Рис. 9. Результаты построения ЭТТ для смещенной одноряд-
ной схемы заводнения при q = 2/3 (а, в) и q = 4/5 (б, г): а), б) 
– относительная ширина w (сплошная линия) и аппроксимация 
W по (4.2) (штриховая линия); в, г) дебит (черный) и обводнен-
ность (синий) – истинные значения (маркеры) и вычисленные 
по ЭТТ с исходной относительной шириной w (сплошные ли-
нии) и с аппроксимированной шириной W (штриховые линии)

Рис. 8. Структура линий тока в элементе заводнения смещен-
ной однорядной схемы при q = 1/2, 2/3, 3/4, 4/5 (слева направо) 
и распределение насыщенности в момент времени t = 4

Рис. 7. Структура линий тока в элементе заводнения смещен-
ной однорядной схемы при H = L и распределение насыщенно-
сти в моменты времени а) t = 0.5, б) t = 2.5, в) t = 4

б) в)а)
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Показано, что для типичных схем заводнения одно-
родного нефтяного пласта форма эффективной трубки 
тока может быть приближена кусочно-линейными функ-
циями. Для смещенной однорядной схемы заводнения, 
аналогичной пятиточечным схемам расстановки скважин, 
предложены простые функциональные зависимости, 
позволяющие построить эффективную трубку тока при 
произвольном отношении сторон элемента заводнения.

Построенные трубки тока могут быть использованы 
в качестве готовых шаблонов для последующего моде-
лирования сложных геолого-технических мероприятий в 
соответствующих элементах заводнения нефтяного пласта 
с понижением размерности решаемой задачи.

Изложенный алгоритм продемонстрирован на примере 
заводнения несжимаемого однородного пласта постоян-
ной толщины без учета капиллярных и гравитационных 
эффектов, но может быть применен и в более общем 
случае без указанных ограничений.
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Abstract. The difficulty of numerical modeling of areal methods 
of flows redistribution in the oil reservoir is the need for detailed 
resolution of local hydrodynamic effects and the fine geological 
structure of the reservoir, which are centimeter-wide, at inter-well 
distances of the order of several hundred meters. The dimension of 
computational grids of traditional 3D models of such resolution, 
even for impact areas containing a small number of injection 
and production wells, turns out to be excessively large for design 
calculations. To overcome these limitations, it is proposed to perform 
a detailed simulation of the flow in two-dimensional cross sections 
of the reservoir along fixed streamtubes of variable width between 
each pair of interacting injector and producer wells. Reducing the 
dimension of the problem allows the use of high-resolution grids to 
simulate short-term local effects.

In this paper, we present an algorithm for constructing a single 
fixed streamtube between injector and producer, which provides a 
minimum error in calculating of flow rate and water cut using a two-
phase flow problem of reduced dimension along the streamtube. The 
algorithm is demonstrated by the example of the two-dimensional 
two-phase flow problem neglecting capillary and gravitational 
forces in a homogeneous reservoir of constant thickness for three 
waterflooding elements corresponding to seven vertical well flooding 
patterns – standard and inverted four-spot, five-spot and seven-spot, 
as well as staggered line drive. For these waterflooding elements, 
efficient streamtubes have been constructed, the relative width of 
which is approximated by piecewise linear functions. On the example 
of a staggered line drive or five-spot well patterns, the width of the 
effective streamtube was parameterized for an arbitrary ratio of 
the sides of the waterflood element. Presented streamtubes can be 
used as ready templates for subsequent modeling of geological and 
technical treatments in the relevant elements of the water flooding 
of the oil reservoir.

Keywords: oil reservoir, two-phase flow in porous media, 
geological and technical treatments, fixed stream tube, well patterns, 
numerical simulation, high-speed models, high-resolution models
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