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Ðåøåíèå ãåîêàðòèðîâî÷íûõ è ïðîãíîçíî-ïîèñêîâûõ

ãåîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ ìåòîäîì ãðàâèðàçâåäêè ñ ó÷åòîì

ñôåðè÷íîñòè Çåìëè

Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ñôåðè÷íîñòè Çåìëè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ãåîïëîòíî-

ñòíûõ íåîäíîðîäíîñòåé ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ïðåäåëàõ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ

ïî ðàçìåðàì ïëîùàäåé (ïðîôèëåé). Ïðèâåäåíû ìîäåëüíûå ïðèìåðû, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î çàìåòíûõ ðàçëè÷è-

ÿõ àíîìàëüíûõ ýôôåêòîâ íà «ïëîñêîé» è «ñôåðè÷åñêîé» Çåìëå, îáóñëîâëåííûõ îäíèìè è òåìè æå âîçìóùàþùè-

ìè îáúåêòàìè. Ýòè ðàçëè÷èÿ ñîçäàåò ñóáâåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå ìàññ ïðè ãåîìåòðèçàöèè ìîäåëè, ñâÿçàííîå

ñ èçìåíåíèåì ôîðìû çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Ðàçìåð ïëîùàäè ñîñòàâëÿåò 200×200 êì, äëèíà ïðîôèëÿ – 300 êì.

Ïðåäëîæåí íîâûé àäàïòèâíûé êóáàòóðíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè V
R

 äëÿ ñôåðè÷åñêîãî

ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïðîâåäåíî åãî ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûì àëãîðèòìîì, èñïîëüçóþùèì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû

Ãàóññà-Ëåæàíäðà è äðóãèìè ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Íîâûé àëãîðèòì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â

äàëüíåéøåì äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè, â ò.÷. äëÿ ðàñ÷åòà ïîïðàâîê çà âëèÿíèå

ðåëüåôà ìåñòíîñòè íà ñôåðè÷åñêîé Çåìëå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàâèðàçâåäêà, àíîìàëèÿ, ñôåðè÷åñêàÿ Çåìëÿ, èíòåðïðåòàöèÿ, ìîäåëü, ñôåðè÷åñêèé ïà-

ðàëëåëåïèïåä, ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå.

Ïðè ðåøåíèè ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ãåîêàðòè-

ðîâî÷íûõ è ïðîãíîçíî-ïîèñêîâûõ ãåîëîãè÷åñêèõ çàäà÷

ìåòîäîì ãðàâèðàçâåäêè â ñèëó îãðàíè÷åííûõ ðàçìåðîâ

èçó÷àåìûõ ïëîùàäåé ñôåðè÷íîñòüþ Çåìëè ïðåíåáðåãà-

þò. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìíåíèÿ ïî ïîâîäó öåëåñîîá-

ðàçíîñòè ó÷åòà ñôåðè÷íîñòè Çåìëè ïðè îáðàáîòêå è èí-

òåðïðåòàöèè ìàòåðèàëîâ ãðàâèìåòðè÷åñêèõ ñúåìîê. Ïî

ïðåäñòàâëåíèÿì Â.Í. Ñòðàõîâà òàêîé ó÷åò íåîáõîäèìî ïðî-

âîäèòü äëÿ òåððèòîðèé, îáëàäàþùèõ ëèíåéíûìè ðàçìåðà-

ìè áîëåå 100 êì (Ñòðàõîâ, 2000).
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çåìíîìó ýëëèïñîèäó, ðàçìåðû è ôîðìà êîòîðîãî îïðåäå-

ëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè áîëüøîé ïîëóîñè è ñæàòèÿ (ÏÇ-90.11).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïëîñêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò â ïðè-

íÿòîé íà òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ïðîåêöèè

Ãàóññà-Êðþãåðà èñïîëüçóþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèå êîîðäèíà-

òû íà ýëëèïñîèäå Êðàñîâñêîãî. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâà-

íèå ãåîäåçè÷åñêèõ êîîðäèíàò â ïëîñêèå ïðÿìîóãîëüíûå

êîîðäèíàòû è îáðàòíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñòàíäàðòíûì

ôîðìóëàì, ïðèâåäåííûì â ÃÎÑÒ Ð 51794-2008 (ÃÎÑÒ

32453-2013).

Òðàäèöèîííûå ïîäõîäû ê êîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðå-

òàöèè ãðàâèòàöèîííûõ àíîìàëèé áàçèðóþòñÿ íà ðåøåíèå

ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè äëÿ ïåðâîé âåð-

òèêàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà V
z 

â ïðÿìîóãîëüíûõ

êîîðäèíàòàõ ∑XYZ, ò.å. èñïîëüçóþò ìîäåëü «ïëîñêîé Çåì-

ëè». Ïðåäñòàâëåíèÿ î ñôåðè÷åñêîé Çåìëå óæå ìîãóò ïî-

òðåáîâàòüñÿ ïðè êîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè ìàòåðè-

àëîâ ñðåäíåìàñøòàáíûõ ãðàâèìåòðè÷åñêèõ ñúåìîê. Åñëè

ïðåíåáðå÷ü ïîëÿðíûì ñæàòèåì íàøåé ïëàíåòû, òî ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî Çåìëÿ èìååò ôîðìó øàðà ñ ðàäèóñîì

R=6371 êì. Äàííàÿ ìîäåëü, êàê ïîêàçàíî öåëûì ðÿäîì èñ-

ñëåäîâàòåëåé, óñïåøíî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøå-

íèÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ïðèêëàäíûõ çàäà÷

(Jonson, Litehiser, 1972), íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ëèòîñ-

Ðèñ. 1. Ãðàôèê ðàçíîñòè ãðàâèòàöèîííûõ àíîìàëèé, ïîëó÷åí-

íûõ â ðàìêàõ ïëîñêîé è ñôåðè÷åñêîé ìîäåëåé Çåìëè: 1 – àíîìà-

ëèåîáðàçóþùèå îáúåêòû; ïîâåðõíîñòè èçìåðåíèé: 2 – ïëîñ-

êàÿ, 3 – ñôåðè÷åñêàÿ; 2 – ãðàôèê ðàçíîñòè V
z

 è V
R

.

Òàáë. 1. Ïàðàìåòðû àíîìàëèåîáðàçóþùèõ òåë. Ïðèìå÷àíèå:

íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ∑XYZ – ëåâûé íèæíèé óãîë ïëî-

ùàäè, îñü OZ íàïðàâëåíà âíèç.

Ðèñ. 2. Ðàçíîñòü àïïëèêàò Z ñôåðè÷åñêîé è ïëîñêîé ìîäåëåé Çåìëè (à); ãðàâèòàöèîííîå ïîëå:

V
z

 íà ïëîñêîñòè Z=0 (á), V
R

 íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (â); ðàçíîñòü ïîëåé á è â (ã).

Â.Í. Ñåíà÷èí ñ ñîàâòîðàìè (Ñåíà÷èí è äð., 2015) ïîëà-

ãàþò, ÷òî ýòî íåîáõîäèìî ëèøü ïðè ïîñòðîåíèè ðåãèî-

íàëüíûõ ãåîïëîòíîñòíûõ ìîäåëåé ñ ïëîùàäüþ áîëåå

20 ìëí êì
2

. Þ.Â. Ïÿòàêîâ, Â.È. Èñàåâ ñ÷èòàþò, ÷òî «êîãäà

èçó÷àåìûå ñòðóêòóðû èìåþò ïðîòÿæåííîñòè ïîðÿäêà òû-

ñÿ÷è êèëîìåòðîâ è áîëåå, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñôåðè÷-

íîñòü Çåìëè» (Ïÿòàêîâ, Èñàåâ, 2012). Àâòîðû ñòàòüè ïîë-

íîñòüþ ðàçäåëÿþò ïðèâåäåííîå âûøå ìíåíèå Â.Í. Ñòðà-

õîâà ïðèìåíèòåëüíî ê îáðàáîòêå äàííûõ ãðàâèìåòðè÷åñ-

êèõ ñúåìîê, â ò.÷. êðóïíîìàñøòàáíûõ (Áû÷êîâ è äð., 2015).

Âîïðîñ î âëèÿíèè ñôåðè÷-

íîñòè Çåìëè ñëåäóåò ðàññìàòðè-

âàòü â äâóõ àñïåêòàõ – ïðèìåíè-

òåëüíî ê êà÷åñòâåííîé è êîëè÷å-

ñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè ìàòå-

ðèàëîâ ãðàâèðàçâåäêè.

Êà÷åñòâåííàÿ èíòåðïðåòà-

öèè ãðàâèìåòðè÷åñêèõ êàðò, îñ-

íîâàííàÿ íà àíàëèçå ìîðôîëî-

ãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé àíîìà-

ëèé ñèëû òÿæåñòè â ðåäóêöèè

Áóãå, ïðîâîäèòñÿ ñ öåëüþ âûäå-

ëåíèÿ ïëèêàòèâíûõ è äèçúþíê-

òèâíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð,

à òàêæå ëîêàëèçàöèè ïåðñïåêòèâ-

íûõ ïëîùàäåé äëÿ äàëüíåéøåãî

èçó÷åíèÿ. Ñôåðè÷íîñòü Çåìëè

íà ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííîé èí-

òåðïðåòàöèè çàìåòíîãî âëèÿíèÿ

íå îêàçûâàåò. Ïëàíîâîå ïîëîæå-

íèå àíîìàëèé ñèëû òÿæåñòè è

îòâå÷àþùèõ èì ãåîëîãè÷åñêèõ

îáúåêòîâ ñîâïàäàåò, ïîýòîìó âñå

èíòåðïðåòàöèîííûå ïîñòðîåíèÿ

ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ â ëþáîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò. Ãåîäåçè÷åñêèå

êîîðäèíàòû îòíîñÿòñÿ ê îáùå-
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ôåðû Ôåííîñêàíäèè (Ãëàçíåâ, 2003). Ïðè ýòîì äëÿ îïèñà-

íèÿ ãåîìåòðèè èñòî÷íèêîâ è ìåñòîïîëîæåíèÿ òî÷åê ðàñ-

÷åòà ïîëÿ ïðèìåíÿåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

∑rϕλ, à èíòåðïðåòèðóåìûå çíà÷åíèÿ ñèëû òÿæåñòè îòîæ-

äåñòâëÿþòñÿ ñ óñêîðåíèåì ñèëû òÿæåñòè (ðàäèàëüíîé ïðî-

èçâîäíîé V
R

 ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà).

Îöåíêó ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ àíîìàëüíîãî ýôôåê-

òà ïðè îòêàçå îò àäåêâàòíîé ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íà-

áëþäåíèé â ïîëüçó èäåàëèçèðîâàííîé ïëîñêîé ìîäåëè ïðî-

äåìîíñòðèðóåì íà ïðîñòûõ ìîäåëüíûõ ïðèìåðàõ, îòâå÷à-

þùèõ 1D (ïðîôèëüíûì) è 2D (ïëîùàäíûì) ãðàâèìåòðè-

÷åñêèì èçìåðåíèÿì (Äîëãàëü è äð., 2014).

Ïðèìåð 1. Ïðîôèëü ãðàâèìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé äëè-

íîé 300 êì ïðîõîäèò ïî ìåðèäèàíó îò ñåâåðíîãî ïîëþñà ê

þãó è âêëþ÷àåò â ñåáÿ 151 òî÷êó èçìåðåíèé. Â íèæíåì

ïîëóïðîñòðàíñòâå ðàñïîëàãàþòñÿ 2 àíîìàëèåîáðàçóþùèõ

îáúåêòà – øàðû äèàìåòðîì 8 è 12 êì, îáëàäàþùèå èçáû-

òî÷íîé ïëîòíîñòüþ 0.1 è 0.15 ã/ñì
3

, ñîîòâåòñòâåííî. Öåíò-

ðû øàðîâ â ñèñòåìå ∑XYZ èìåþò êîîðäèíàòû x
1

=100, z
1

=20;

x
2

=200, z
2

 = 30 (â êì), ïðîôèëü ïðîõîäèò íåïîñðåäñòâåííî

íàä íèìè (ó=0). Èñïîëüçîâàíèå êàíîíè÷åñêîé ôîðìóëû

x
2

+y
2

+z
2

=R
2 

äëÿ
 

ïîâåðõíîñòè íàáëþäåíèé ñâèäåòåëüñòâóåò,

÷òî ðàçëè÷èÿ â âåðòèêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ òî÷åê èçìåðå-

íèé äîñòèãàþò 7 êì (Ðèñ. 1).

Ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà àíîìàëèè âåðòèêàëüíîé ñî-

ñòàâëÿþùåé ñèëû òÿæåñòè V
z

max

 íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-

êîñòè z=0 ñîñòàâëÿåò ~67.2 ìÃàë. Òåïåðü ïðåäñòàâèì, ÷òî

íà ñôåðè÷åñêîé Çåìëå âûïîëíÿþòñÿ èçìåðåíèÿ óñêîðå-

íèÿ ñèëû òÿæåñòè V
R

, ïðè ýòîì îòñ÷åò ãëóáèí äî öåíòðîâ

âîçìóùàþùèõ òåë òàêæå ïðîâîäèòñÿ îò ïîâåðõíîñòè íà-

áëþäåíèé. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ðàçíîñòè d çíà÷å-

íèé V
z 

è V
R

, èçìåíÿþùåéñÿ â äèàïàçîíå îò -1.55 äî

1.34 ìÃàë (÷òî ñîñòàâëÿåò áîëåå 4 % îò V
z

max

).

Ïðèìåð 2. Ïëîùàäü ãðàâèìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé

èìååò ôîðìó êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 200 êì, ñåòü èçìåðå-

íèé 2×2 êì. Àíîìàëèè ñèëû òÿæåñòè îáóñëîâëåíû ïÿòüþ

øàðàìè, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Ãëóáè-

íû öåíòðîâ ñôåð Í îòñ÷èòûâàþòñÿ îò ïîâåðõíîñòè èçìå-

ðåíèé.

Îòêëîíåíèÿ ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè Çåìëè îò ãîðè-

çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè äîñòèãàþò 6 êì è áîëåå (Ðèñ. 2à),

ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà àíîìàëèé ñèëû òÿæåñòè ñîñòàâ-

ëÿåò îêîëî 29 ìÃàë (Ðèñ. 2á, 2â). Ðàçíîñòü çíà÷åíèé V
z 

è V
R

ëåæèò â èíòåðâàëå îò -4.94 ìÃàë äî -0.26 ìÃàë (Ðèñ. 2ã).

Êàê î÷åâèäíî, ðàçëè÷èÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ äëÿ èäå-

àëèçèðîâàííîé (ïëîñêîé) è êâàçèðåàëüíîé (ñôåðè÷åñêîé)

èíòåðïðåòàöèîííûõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè è

äîñòàòî÷íî çíà÷èòåëüíûìè, ïîýòîìó ìîæíî ïîñòàâèòü

âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè èõ ó÷åòà â ïðîöåññå êîëè÷å-

ñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè ìàòåðèàëîâ ãðàâèìåòðè÷åñêèõ

ñúåìîê ìàñøòàáà 1:200 000 – 1:100 000. Ôèçè÷åñêîé ïðè-

ðîäîé ýòèõ èçìåíåíèé ÿâëÿåòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñóá-

âåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå èñòî÷íèêîâ ïîëÿ ïðè ãåîìåò-

ðèçàöèè ìîäåëè, îáóñëîâëåííîå èçìåíåíèåì ôîðìû çåì-

íîé ïîâåðõíîñòè. Ðàçëè÷èÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïîëÿ V
z

è V
R

 äëÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ ïî ðàçìåðàì ïëîùàäåé

èãðàþò âòîðîñòåïåííóþ ðîëü.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì àäåêâàòíîñòè ãåîïëîòíîñòíûõ

ìîäåëåé ðåàëüíûì ôèçèêî-ãåîëîãè÷åñêèì óñëîâèÿì ÿâ-

ëÿåòñÿ áëèçîñòü íàáëþäåííîãî è ìîäåëüíîãî ïîëåé (Áó-

ëàõ, 2010). Èíòåðïðåòèðóåìîå ïîëå çàôèêñèðîâàíî íà øà-

ðîîáðàçíîé Çåìëå, ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîäåëüíîãî

ïîëÿ â ñèòóàöèÿõ, áëèçêèõ ê ðàññìîòðåííûì â ïðèìåðàõ 1

è 2, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìîäåëüíûå àïïðîêñè-

ìèðóþùèå òåëà ñ ýëåìåíòàìè ñôåðè÷íîñòè. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå, èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

ãðàâèðàçâåäêè, îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùèå ðàçëè÷èÿ ãðà-

âèòàöèîííûõ ýôôåêòîâ ìîãóò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì

èñêàæåíèÿì ãåîìåòðèè ìîäåëèðóåìûõ îáúåêòîâ.

Ýëåìåíòàðíûì àïïðîêñèìèðóþùèì òåëîì äëÿ ðåøå-

íèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè ñ ó÷åòîì ñôå-

ðè÷íîñòè Çåìëè ìîæåò ñëóæèòü ñôåðè÷åñêèé ïàðàëëåëå-

ïèïåä (ÑÏ) – ôðàãìåíò Ω øàðà ðàäèóñîì R ñ öåíòðîì,

ñîâïàäàþùèì ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò Î ñôåðè÷åñêîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò ∑rϕλ, ïîìåùåííûì â öåíòð Çåìëè (Ôèõ-

òåíãîëüö, 1963). ÑÏ îãðàíè÷åí ÷àñòÿìè äâóõ ñôåðè÷åñêèõ

ïîâåðõíîñòåé ñ ðàäèóñàìè r
1

, r
2

 è öåíòðàìè â òî÷êå O;

äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, íàïðàâëåííûìè ïîä óãëàìè λ
1

,λ
2

 â ýê-

âàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè è ïåðåñåêàþùèìèñÿ íà ïîëÿð-

íîé îñè OZ; äâóìÿ êîíè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ϕ
1

,ϕ
2

 ñ

âåðøèíîé â òî÷êå O. Ïðîèçâîäíàÿ V
R

 åãî ãðàâèòàöèîííî-

ãî ïîòåíöèàëà äëÿ òî÷êè P c êîîðäèíàòàìè R, ϕ
0

, λ
0

 îïðå-

äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

, (1)

ãäå ,  f – ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿí-

íàÿ, σ  – ïëîòíîñòü òåëà; r, ϕ, λ – ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâà-

íèÿ, ω – óãîë ïðè öåíòðå øàðà ìåæäó òî÷êàìè P è M:

 (Ðèñ. 3). Èíòåã-

ðàë (1) íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïîýòîìó äëÿ

ðàñ÷åòà ãðàâèòàöèîííîãî ýôôåêòà â äàííîì ñëó÷àå ïðè-

õîäèòñÿ ïðèáåãíóòü ê ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ.

Â.È. Ñòàðîñòåíêî ñ ñîàâòîðàìè äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà-

÷è ïðåäëîæåí àäàïòèâíûé ñìåøàííûé àëãîðèòì, èñïîëü-

çóþùèé êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ãàóññà-Ëåæàíäðà (Ñòà-

ðîñòåíêî, Ìàíóêÿí, 1983). Îäíîêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå

(ïî ïåðåìåííîé r), îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, îñòàâ-

Ðèñ. 3. Ñôåðè÷åñêèé ïàðàëëåëåïèïåä.
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øèéñÿ äâóõêðàòíûé èíòåãðàë ðåøàåòñÿ íàçâàííûì ÷èñ-

ëåííûì ìåòîäîì. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå èíòåã-

ðèðîâàíèå çàìåòíî óñëîæíÿåò âèä ïîäúèíòåãðàëüíîé ôóí-

êöèè (â ÷àñòíîñòè, ïîÿâëÿþòñÿ ñëàãàåìûå, âêëþ÷àþùèå â

ñåáÿ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ), ÷òî íåèçáåæíî ñêàçû-

âàåòñÿ íà ïîñëåäóþùåé ñêîðîñòè âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî

èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííûì ϕ, λ.

Ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ Â.Í. Ñòðà-

õîâûì â îòíîøåíèè òî÷íîñòè, áûñòðîäåéñòâèÿ è óñòîé÷è-

âîñòè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ (Ñòðàõîâ, 1985),

à òàêæå èñõîäÿ èç âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííûõ êîìïüþòå-

ðîâ, àâòîðàìè ðàçðàáîòàíî òåîðåòèêî-ïðîãðàììíîå îáåñ-

ïå÷åíèå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (1), îñíîâàííîå

íà àäàïòèâíîì êóáàòóðíîì àëãîðèòìå, âåñüìà ýôôåêòèâ-

íûì ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé ñ

îñîáåííîñòÿìè (Áàõâàëîâ è äð., 2000).

Ïðèìåì ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ: ψ (Õ) –

ïîäúèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â âûðàæåíèè (1),

X = (r, ϕ, λ), Ω = {r
1

≤
 

r≤ r
2

, λ
1

≤λ≤ λ
2

, ϕ
1

≤ ϕ ≤  ϕ
2

}.

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ r = (r
1 

+ r
2

)/2 + t
1

 (r
1 

- r
2

)/2,

ϕ = (ϕ 
1 

+ ϕ 
2

)/2 + t
2

 (ϕ 
1 

- ϕ 
2

)/2, λ = (λ
1 

+ λ
2

)/2 +

t
3

(λ
1 

- λ
2

)/2, èíòåãðàë (1) ïðåîáðàçóåòñÿ â èíòåãðàë ïî êóáó:

, (2)

ãäå G = {-1≤
 

t
1

≤ 1, -1≤ t
2

≤  1, -1≤ t
3

≤ 1}. Äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ

ïðåäëàãàþòñÿ òðè êóáàòóðíûå ôîðìóëû:

, q = 1, 2, 3. (3)

Ðèñ. 4. Ìîäåëüíûé ïðèìåð: 1 – ñôåðè÷åñêèé ïàðàëëåëåïèïåä; 2 –

òî÷êè ðàñ÷åòà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ; 3 – èçîàíîìàëû V
R

, ìÃàë.

Ðèñ. 5. Ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è

ðàçíûìè ìåòîäàìè ïî øèðîòíîìó ïðîôèëþ ÀÁ: 1 – àäàïòèâ-

íûé êóáàòóðíûé àëãîðèòì; 2 – êâàäðàòóðû Ãàóññà-Ëåæàíä-

ðà (Ñòàðîñòåíêî, Ìàíóêÿí, 1983).

,

.

Èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ i, j, k çäåñü ìîãóò ïðèíèìàòü

òîëüêî ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ: -1, 0, 1. Ôîðìóëû Q
1

 è Q
2

ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñî ñòåïåíüþ

n ≤ 5, àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèþ g(t), ôîðìóëà Q
3

 òî÷-

íà äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè n ≤ 7. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî

ïðè âû÷èñëåíèè ïî ôîðìóëàì Q
1

 è Q
2

 ÷àñòè÷íî èñïîëüçó-

þòñÿ îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ

t, ÷òî çàìåòíî ñíèæàåò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.

Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, â êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíî

Ðèñ. 6. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ãðàâèðàçâåäêè äëÿ ñôåðè÷åñêî-

ãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ïîìîùüþ àäàïòèâíîãî êóáàòóðíîãî àë-

ãîðèòìà: 1 – èçîàíîìàëû V
R

, ìÃàë; 2 – àíîìàëèåîáðàçóþùèé

îáúåêò; 3 – ðàñ÷åòíûé ïðîôèëü ϕ
0

 = 12.5°.
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óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî ïîäîáëàñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ

îáëàñòü G. Ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ ýòîé îáëàñòè îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî ôîðìóëàì Q
1

(g) è Q
2

(g). Ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèÿ:

        (4)

çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïðèíèìàåòñÿ âåëè-

÷èíà, âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëå Q
3

, ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ôîðìóëàì Q
1

 è

Q
2

. Åñëè óñëîâèå (4) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî G ðàçáèâàåòñÿ íà

2
3

 êîíãðóýíòíûõ êóáîâ è äàííûé àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿ ê

êàæäîìó èç ýòèõ êóáîâ. Ïðîöåññ äåëåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî

òåõ ïîð, ïîêà óñëîâèå (4) íå áóäåò âûïîëíåíî. Ñ öåëüþ

ýêîíîìèè âðåìåíè æåëàòåëüíî íà÷èíàòü âû÷èñëåíèå òðîé-

íîãî èíòåãðàëà (2) ñ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè G ñðàçó íà 64 êóáà.

Ðåçóëüòàòû âûïîëíåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî ÷èñëî êóáîâ ïðè âû÷èñëåíèè ãðàâè-

òàöèîííîãî ýôôåêòà îò ëþáîãî ÑÏ ìîæåò áûòü îãðàíè÷å-

íî ñâåðõó âåëè÷èíîé 64
3

 = 262144.

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëüíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà: âû÷èñëåíèå V
R

 äëÿ îáúåêòà, îãðàíè÷åííîãî êî-

îðäèíàòàìè 50° ≤ ϕ ≤ 50.5°, 40° ≤ λ ≤ 40.2° è ãëóáèíàìè

îñíîâàíèé 5 êì è 15 êì, îáëàäàþùåãî èçáûòî÷íîé ïëîò-

íîñòüþ 0.2 ã/ñì
3

, íà ñôåðè÷åñêîé Çåìëå â 14641 òî÷êå êâàä-

ðàòíîé ñåòè ðàçìåðîì 0.02°×0.02° (â ëèíåéíîé ìåðå

~1.4 êì×2.2 êì). Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà

ïîëÿ V
R

 ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 36.4 ìÃàë. Äëÿ ðàñ÷åòà ïðè-

ìåíÿëèñü ñîñòàâíûå ôîðìóëû òðàïåöèé, ïàðàáîë (Ñèìï-

ñîíà) è ïðåäñòàâëåííûé âûøå àëãîðèòì. Äëÿ ìåòîäîâ Íüþ-

òîíà-Êîòåñà èñïîëüçîâàëñÿ ïåðåìåííûé øàã èíòåãðèðîâà-

íèÿ k, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàþùèéñÿ â 2 ðàçà. Ñóùå-

ñòâåííî óñêîðèòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ïîçâîëèëî îäíîêðàò-

íîå âû÷èñëåíèå ìàññèâà {cosω – ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿí-

íàÿ} äëÿ àíîìàëèåîáðàçóþùåãî îáúåêòà è õðàíåíèå åãî â

RAM. ×èñëî óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ N èçìåíÿëîñü â çàâèñè-

ìîñòè îò ìîäóëÿ ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ ε =⏐I(k) - I(k/2)⏐ â

êàæäîé òî÷êå ðàñ÷åòà ïîëÿ (R, ϕ
0

, λ
0

 è ñîñòàâëÿëî 2
15

–2
24

.

Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî N âû÷èñëÿåìûõ çíà÷åíèé ôóíê-

öèè g(t) â ïðåäëàãàåìîì àëãîðèòìå íå ïðåâûøàëî 33×2
9

.

Êàê î÷åâèäíî, â äàííîì ñëó÷àå íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû

ïîëó÷åíû ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäëàãàåìîãî êóáàòóðíîãî

àëãîðèòìà, à íàèáîëåå òðóäîåìêèì âî âñåõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿ-

åòñÿ âû÷èñëåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ýôôåêòà âáëèçè âîçìó-

ùàþùåãî îáúåêòà (Ðèñ. 4). Ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî ðåàëü-

íàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ε ïàðàìåòðà V
R

 ïî èòîãîâîé

ôîðìóëå Q
3

 áóäåò íåñêîëüêî âûøå, ÷åì óêàçàíî â òàáëèöå,

ãäå èñïîëüçîâàíû îöåíêè ε =⏐Q
1 

- Q
2

⏐.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñîïîñòàâëåíèå âûøåîïèñàííî-

ãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèé ïîëÿ ÑÏ ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñõå-

ìîé, ïðèâåäåííîé â ðàáîòå (Ñòàðîñòåíêî, Ìàíóêÿí, 1983),

ãäå èìåþòñÿ ïðåäñòàâëåííûå â òàáëè÷íîé ôîðìå ðåçóëü-

òàòû ðàñ÷åòîâ. Çàäà÷à 4 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âû÷èñëåíèå

V
R

 äëÿ ÑÏ, ðàñïîëîæåííîãî ïî øèðîòå ϕ â èíòåðâàëå

87.5°-92.5°, ïî äîëãîòå – â èíòåðâàëå 10°-15°, ñ ãëóáèíîé

âåðõíåé êðîìêè 30 êì îò çåìíîé ïîâåðõíîñòè, ñ âåðòè-

êàëüíîé ìîùíîñòüþ 300 êì, îáëàäàþùåãî èçáûòî÷íîé

ïëîòíîñòüþ σ = 1 ã/ñì
3

. Çíà÷åíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ,

âû÷èñëåííîãî äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè ïðè îäèíàêî-

âîé çàäàííîé òî÷íîñòè ε = 0.05 ìÃàë, ïî øèðîòíîìó ïðî-

ôèëþ ϕ
0

 = 12.5° áëèçêè ìåæäó ñîáîé (Ðèñ. 5).

Îñíîâíûå çàòðàòû âðåìåíè ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðè-

ðîâàíèè çàâèñÿò îò ñêîðîñòè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïîäúèí-

òåãðàëüíîé ôóíêöèè. Äëÿ ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëå (3) ÷èñëî

êóáîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàëàñü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

G, èçìåíÿëîñü îò 64 äî 4096 (ïî 33 çíà÷åíèÿ g(t) â êàæäîì

èç íèõ). Â îäíîé òî÷êå îïðåäåëåíèÿ V
R

 ôóíêöèÿ g(t)â ñðåä-

íåì âû÷èñëÿëàñü 3032 ðàçà. Ðàñ÷åò ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

â 25×25=625 òî÷êàõ áûë âûïîëíåí çà 1 ñåêóíäó (Ðèñ. 6).

Ïðè âû÷èñëåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ êâàä-

ðàòóð Ãàóññà-Ëåæàíäðà ïðè òîé æå òî÷íîñòè èíòåãðèðî-

âàíèÿ ε òðåáîâàëîñü óæå 32×32×16=16384 çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè (áîëåå ñëîæíîé, ÷åì g(t)).

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïîçâîëÿþò

ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè êîëè÷åñòâåííîé èíòåðïðåòà-

öèè ìàòåðèàëîâ ãðàâèìåòðè÷åñêèõ ñúåìîê â ïðåäåëàõ

ïëîùàäåé (ïðîôèëåé) ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè (äëèíîé)

â ïåðâûå ñîòíè êì ìîæåò îáåñïå÷èòü ó÷åò ñôåðè÷íîñòè

Çåìëè.

2. Ðåøåíèå ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè â

ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ∑rϕλ âïîëíå îáåñïå÷è-

âàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè ñîâðåìåííûõ

êîìïüþòåðîâ.

3. Àäàïòèâíûé êóáàòóðíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ V
R

äëÿ ÑÏ è ðåàëèçóþùåå åãî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå

ìîãóò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ãðàâèðàçâåäêè, â ò.÷. ïðè ðåäóöèðîâà-

íèè ðåçóëüòàòîâ ïîëåâûõ èçìåðåíèé (Featherstone, Dentith,

1997) è äëÿ ðàñ÷åòà ïîïðàâîê çà âëèÿíèå ðåëüåôà ìåñòíî-

ñòè íà ñôåðè÷åñêîé Çåìëå.

Àâòîðû ñòàòüè âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü äîê-

òîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ï.È. Áàëêó çà öåííûå çà-

ìå÷àíèÿ, âûñêàçàííûå ïðè ïîäãîòîâêå ñòàòüè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîåêòà ÎÍÇ ÐÀÍ ¹ 15-

18-5-23.
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Allowance for the Earth’s Sphericity in Quantitative Interpretation of Gravity

Anomalies

A.S. Dolgal', A.A. Simanov, V.V. Khokhlova
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Abstract. The paper deals with influence of the Earth’s

sphericity in simulation of geo-density irregularities by

measuring gravitational field within relatively small areas

(profiles). Model examples are given indicating significant

difference between anomalous effects on “flat” and

“spherical” Earth determined by the same disturbing objects.

These differences create subvertical mass motion at

geometrization of model associated with the change in shape

of the Earth’s surface. The size of the area is 200×200 km,

profile length – 300 km. A new adaptive cubature algorithm is

suggested for calculation of gravity acceleration V
R

 for a

spherical rectangular block. It is compared with known

algorithm using quadrature formulas of Gauss-Legendre and

other methods of numerical integration. The new algorithm

can be used in the future to solve many practical problems of

gravity survey, including for calculation of allowances for

terrain on a spherical Earth.

Keywords: gravity survey, anomaly, spherical Earth,

interpretation, model, spherical rectangular block, numerical

integration.
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