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Рассматривается модельная задача идентификации поля проницаемости трёхмерного пласта, вскрытого 
большим числом скважин, в условиях стационарной однофазной фильтрации жидкости. Поле проницаемости 
определяется в процессе решения обратной коэффициентной задачи по известным значениям забойного давления 
на скважинах. Алгоритм решения задачи строится так, чтобы сохранялись коэффициенты пропорциональности 
проницаемости слоёв на скважинах, полученные по результатам геофизических исследований. Исследуется 
влияние различного вида погрешностей на результаты идентификации.
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Введение
При численном моделировании процесса фильтра-

ции в трёхмерном пласте должны быть известны зна-
чения проницаемости в каждой его точке. С помощью 
геофизических методов исследования скважин (ГИС) 
можно оценить значения проницаемости только в при-
скважинных областях. При истолковании результатов 
ГИС используются теоретические и эмпирические кор-
реляционные связи между измеряемыми геофизически-
ми параметрами и коллекторскими свойствами породы. 
Данные, полученные при анализе керна, являются ис-
ходными для построения петрофизических зависимостей 
и корректировки результатов ГИС. Основным фактором, 
определяющим проницаемость пород, является структура 
порового пространства, характеризуемая удельной по-
верхностью пор, формой и размерами поровых каналов. 
Обычно коэффициент проницаемости определяется по 
коэффициенту пористости либо по формулам, аналогич-
ным формуле Козени-Кармана, либо по номограммам и 
палеткам (Ромм, 1985; Дахнов, 1985). Для разных типов 
пород имеются свои эмпирические зависимости коэф-
фициента проницаемости от геофизических параметров. 
Точность определения коэффициента проницаемости 
горных пород геофизическими методами во многом за-
висит от того, насколько изучаемый коллектор по струк-
туре и минеральному составу тождествен коллектору, 
для которого составлен тот или иной определительский 
график (Дахнов, 1985). Данные, полученные геофизи-
ческими методами исследования пластовой системы, 
могут служить априорной информацией для построения 
фильтрационных моделей, при этом корректироваться 
тем или иным способом. В частности, они могут служить 

основой при решении обратных коэффициентных задач. 
Различные методы решения обратных коэффициентных 
задач приведены в работах (Oliver et al., 2008; Sun, 1994; 
Закиров, 2001; Булыгин, Булыгин, 1996; Голубев и др., 
1978; Зиновьев, 1984; Степанов, 2005; Neuman, Carrera, 
1986; Yeh, 1986; Елесин и др., 2009; Elesin, Kadyrova, 2017, 
Елесин и др., 2018). Эти методы можно разделить на две 
группы: явные и неявные. Значения идентифицируемых 
параметров в явных методах вычисляются из решения 
нелинейной системы уравнений, при этом поле давлений 
считается известным. В неявных методах значения дав-
ления известны только в отдельных точках пласта, и для 
построения поля параметров используются различные 
итерационные процедуры. В данной работе определяется 
поле проницаемости всего пласта по известным значениям 
забойного давления на скважинах в условиях однофазной 
стационарной фильтрации. Для этого решается обратная 
коэффициентная задача для уравнения фильтрации, 
которая сводится к задаче минимизации функции невяз-
ки. Функция невязки строится по значениям забойного 
давления на скважинах. В такой постановке число иден-
тифицируемых параметров не должно превышать числа 
известных значений забойного давления на скважинах. 
Это является необходимым условием единственности 
решения обратной коэффициентной задачи. Уменьшение 
числа идентифицируемых параметров называется параме-
тризацией (Oliver et al., 2008; Sun, 1994; Закиров, 2001). 
Различные методы параметризации можно разделить на 
две группы – стохастические (Zakirov et al., 2017; Shiryaev 
et al., 2019; Швидлер, 1985) и детерминированные. В 
стохастических методах проницаемость трактуется как 
случайное поле и характеризуется функцией распределе-
ния, средним, дисперсией и т.д. При детерминированном 
подходе строятся различные аппроксимации поля прони-
цаемости. Например, кусочно-постоянная аппроксимация, 
при которой пласт разбивается на зоны однородности, 
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границы которых, как правило, считаются известными. 
Или поле проницаемости может быть аппроксимировано 
по значениям проницаемости в отдельных точках пласта. 
В данной работе поле проницаемости трёхмерного пласта 
аппроксимируется послойно-двухмерно. Предполагается, 
что пласт состоит из слоёв с различной проницаемостью. 
Проницаемость каждого слоя восстанавливается в виде 
сплайн-функции с узлами интерполяции расположенными 
на скважинах. Использование сплайн-функции позволяет 
выполнить пересчет поля проницаемости на любую рас-
четную сетку, получать гладкие поля проницаемости при 
небольшом числе идентифицируемых параметров, при 
этом нет существенных ограничений на расположение 
узловых точек сплайна. Значения проницаемости слоёв 
в прискважинных областях, полученные геофизиче-
скими методами, используются в качестве априорной 
информации. Процесс решения строится так, чтобы для 
каждой прискважинной области относительное измене-
ние коэффициента проницаемости в слоях было одним и 
тем же. Это является следствием предположения о том, 
что относительная погрешность геофизических методов 
определения проницаемости на скважине одинакова для 
различных слоёв пласта. Другие способы использования 
априорной информации о значениях идентифицируемых 
параметров можно найти в работах (Oliver et al., 2008; Sun, 
1994; Elesin, Kadyrova, 2017). Как правило, априорные зна-
чения идентифицируемых параметров используются для 
построения регуляризирующего функционала по методу 
Тихонова (Тихонов, Арсенин, 1979). В работе (Панарина 
и др., 2016) известное априори соотношение проницае-
мостей пластов используется для оценки проницаемостей 
одной прискважинной области.

Предложенный подход используется для решения 
модельной задачи идентификации поля проницаемости 
пласта, вскрытого большим числом добывающих сква-
жин. Истинное (восстанавливаемое) поле проницаемости 
строится методом «kriging» по значениям проницаемости 
в узлах вспомогательной квадратной сетки. В качестве 
априорной информации используются истинные значения 
проницаемости на скважинах, умноженные на некоторую 
константу, свою для каждой скважины. Исследуется 
влияние на результаты вычислений различного вида по-
грешностей, вводимых в значения забойного давления 
на скважинах и в априорные значения проницаемости. 
Дополнительную погрешность вносит в задачу исполь-
зование для истинного и вычисленного полей проница-
емости разных методов интерполяции и используемых 
узлов интерполяции. Таким образом, вычисленное поле 
проницаемости всегда будет отличаться от истинного, и 
можно оценить влияние погрешности интерполяции на 
результаты идентификации.

Постановка задачи
Однофазная стационарная фильтрация жидкости в 

трёхмерном пласте Ω, подчиняющаяся закону Дарси, 
описывается уравнением (Азиз, Сеттари, 1982):

, 	 (1)

где k = k(x,y,z) – коэффициент проницаемости, μ – вязкость 
жидкости, p = p(x,y,z) – давление, Q = Q(x,y,z) – функция 
источников и стоков. На боковой поверхности Г1 пласта 

Ω задаются граничные условия первого рода:
p|Г1 

= pГ , 	 (2)
кровля и подошва пласта непроницаемы. 

В данной работе для определения поля давления 
уравнение фильтрации (1) сводится к системе линей-
ных алгебраических уравнений методом контрольных 
объёмов. Далее полученная система решается методом 
сопряженных градиентов с предобусловливанием в виде 
неполного разложения Холецкого (Голуб, Ван Лоун, 1999; 
Larabi, De Smedt, 1994). 

Для определения поля давления должны быть из-
вестны значения проницаемости в каждом контрольном 
объёме. Определение поля проницаемости является 
обратной коэффициентной задачей, которая сводится к 
задаче минимизации функции невязки вида:

, 	 (3)

где pwi
*, pwi – заданные и вычисленные из решения системы 

(1)–(2), значения забойного давления, N – число скважин. 
Для минимизации функции невязки (3) используется 
метод Левенберга-Марквардта (Дэннис, Шнабель, 1988). 
Остановка процесса минимизации происходит либо по 
достижению заданной точности по значениям давления 
на скважинах:  МПа, либо по медлен-

ной сходимости процесса минимизации: Jn – Jn+1<0,01Jn 
в течение 3 итераций, где n – номер итерации.

При решении задачи идентификации поле прони-
цаемости трёхмерного пласта аппроксимируется по-
слойно-двухмерно. Пласт состоит из слоев, значения 
проницаемости каждого слоя не меняются по толщине 
k(x,y,z) = kj(x,y) и представляются в виде сплайн-функции 
(Ашкеназы, 2003):

,	 (4)

где j – номер слоя, r2
j = (x–xi)

 2+(y–yi)
2, (xi,yi) – координаты 

скважин. Коэффициенты ci, i=1,N+3, определяются из 
решения системы уравнений: 

kj(xi,yi) = kji, i = 1,N; ,

где kji значения проницаемости на i-ой скважине в j-ом 
слое. Значения проницаемости на скважинах вычисляются 
по формуле: 

kji = λikji
a,	 (5)

где λi – неизвестные коэффициенты, kji
a – априорные зна-

чения проницаемости на скважинах для каждого слоя, 
j – номер слоя, i – номер скважины.

При использовании такой аппроксимации проницае-
мости в процессе идентификации требуется определить 
N коэффициентов λi. 

Модельная задача
Рассматривается пласт Ω с размерами 6000 м × 6000 м 

в плоскости Oxy. Пласт состоит из 8 слоёв, толщины слоёв 
5 м, 5 м, 5 м, 5 м, 2 м, 5 м, 15 м, 30 м, начиная от кровли 
пласта. Пласт вскрыт равномерно расположенными до-
бывающими скважинами с дебитами 150 м3/сут (число 
скважин N = 121, расстояние между скважинами 500 м). 
Часть скважин вскрывает 3 слой пласта (рис. 1), часть – 6 
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слой пласта (рис. 2). Радиус скважин 0,1 м. На боковой по-
верхности пласта задано давление 20 МПа. Кровля и подо-
шва пласта непроницаемы. Вязкость жидкости 10 мПа·с. 
При аппроксимации уравнения (1) в качестве контрольных 
объёмов используются прямоугольные параллелепипеды 
размерами 50 м × 50 м × толщина слоя. Общее число кон-
трольных объёмов L = 115200. Модельная задача строится 
следующим образом. Для каждого слоя пласта по значе-
ниям в узлах квадратной сетки с шагом 1500 м методом 
«kriging» строится истинное поле проницаемости ktr (рис. 
1, 2). Значения проницаемости в узлах сетки для каждого 
слоя генерируются случайным образом: для слоёв 1, 3, 4, 
6, 7, 8 – из интервала от 0,1 мкм2 до 5 мкм2, для слоёв 2 
и 5 – на порядок меньше: из интервала от 0,01 мкм2 до 
0,5 мкм2. Максимальное значение проницаемости 5 мкм2 
практически не встречается в реальных задачах и ис-
пользуется в модельной задаче для увеличения диапазона 
различных значений проницаемости. Из решения систе-
мы (1)–(2) для поля ktr определяются поле давления ptr

 и 
значения забойного давления на скважинах pwi

tr. Значения 
забойного давления на скважинах вычисляются по форму-
ле Писмана (Peaceman, 1978). Далее поле проницаемости 
k(x,y,z) считается неизвестным и восстанавливается по 
известным значениям забойного давления и известным 
априорным значениям проницаемости на скважинах 

pwi
* = pwi

tr+εi, kji
a = kji

0(1+εji), где j – номер слоя, i – номер 
скважины, εi, εji – генерируемые случайным образом по-
грешности из заданных интервалов по равномерному 
закону распределения. На практике при использовании 
скважинных манометров точность измерения давлений 
зависит от верхнего предела манометра и его класса 
точности. Например, для класса точности 0,4 и верхнего 
предела 30 МПа погрешность измерения давления не 
должна превышать 0,12 МПа.

Начальные значения проницаемости для первого слоя 
были взяты равными 2,5 мкм2, для остальных слоев эти 
значения рассчитывались по коэффициентам пропорци-
ональности проницаемости слоёв на скважинах, полу-
ченными по полю ktr. Для сравнения вычисленных полей 
проницаемости kс(x,y,z) и давления pс(x,y,z) с истинными 
полями приводятся значения среднеквадратических и 
максимальных отклонений: 

, , 
 

  
и

   

по всем контрольным объёмам сетки (M = L, a = all) и по 
скважинам (M = N, a = w). На рис. 1, 2 показаны истинное 

Рис.  1. Истинное (слева) и вычисленное с погрешностями 
|εi|,|εji| ϵ (0,05;0,1) (справа) поля проницаемости по слоям 1–4, 
нумерация слоёв сверху вниз. ■ – положение скважин, вскрыва-
ющих 3-й слой пласта.

Рис.  2. Истинное (слева) и вычисленное с погрешностями 
|εi|,|εji| ϵ (0,05;0,1) (справа) поля проницаемости по слоям 5–8, 
нумерация слоёв сверху вниз. ■ – положение скважин, вскрыва-
ющих 6-й слой пласта.
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и вычисленное поля проницаемости по слоям для задачи 
с погрешностями |εi|,|εji| ϵ (0,05;0,1). Относительные от-
клонения ΔKi = |ki

tr
 – ki

c|/ki
tr, i = 1,L, вычисленных значений 

проницаемости от истинных для задачи без погрешности 
в замерах забойного давления и в априорных значениях 
проницаемостей (εi = 0, εji = 0), приведены на рис. 3.

Результаты, полученные без погрешностей и с тремя 
вариантами погрешностей только в значениях забойного 
давления (|εi| ϵ (0,0005;0,001),(0,005;0,01),(0,05;0,1)) при-
ведены в табл. 1; с тремя вариантами погрешностей только 
в априорных значениях проницаемости ((|εji| ϵ (0,0005; 
0,001), (0,005;0,01),(0,05;0,1)) – в табл. 2; с погрешностями 
и в значениях забойного давления и в априорных значе-
ниях проницаемости – в табл. 3.

Из приведенных результатов видно, что при отсут-
ствии погрешностей в значениях забойного давления и 
в априорных значениях проницаемости (εi = 0, εji = 0), 
но при наличии погрешности интерполяции, обуслов-
ленной разными методами интерполяции истинного и 
вычисленного полей проницаемости, вычисленное поле 
давлений как на скважинах, так и во всем пласте близко 
к истинному. Значения проницаемости на скважинах 
также близки к истинным. Максимальная разница между 
вычисленными и истинными значениями проницаемости 
наблюдается вблизи границ пласта (рис. 3). Также эта 
разница увеличивается в межскважинном пространстве, 
содержащем локальный максимум или минимум истинно-
го поля проницаемости. Как показывают приведенные в 
табл. 1–3 значения ΔKav

all и ΔKmax
all наличие погрешностей 

из выбранных диапазонов в значениях забойного давления 
и в априорных значениях проницаемости меньше влияют 
на вычисленное поле проницаемости по сравнению с по-
грешностью интерполяции. При уменьшении величины 
погрешностей εi, εji вычисленные значения проницаемости 
как в прискважинных областях, так и по всему пласту при-
ближаются к значениям, вычисленным без этих погреш-
ностей. При небольших значениях погрешности |εi|,|εji| ϵ 
(0,0005;0,001) достигается заданная точность давления на 
скважинах, вычисленные поля давления и проницаемости 
практически совпадают с полями, вычисленными без этих 
погрешностей (εi = 0, εji = 0).

Заключение
Построен алгоритм решения задачи идентификации 

поля проницаемости трёхмерного пласта с использовани-
ем аппроксимации в виде сплайн-функции и априорной 
информации о проницаемости на скважинах, которая в 

Рис.  3. Относительные отклонения вычисленных значений 
проницаемости от истинных. Нумерация слоёв слева направо, 
сверху вниз.

Табл. 1. Результаты, полученные без погрешностей и с погрешностями в значениях забойного давления 

Погрешность 
[МПа] 

all
avK∆  

[мкм2] 

all
maxK∆  

[мкм2] 

w
avK∆  

[мкм2] 

w
maxK∆  

[мкм2] 

all
avr  

[МПа] 

all
maxr  

[МПа] 

w
maxr  

[МПа] 
0,0 == jii εε  0,195 2,401 0,008 0,063 0,004 0,020 0,006 

( )001,0;0005,0∈εi  0,195 2,407 0,008 0,065 0,004 0,020 0,005 
( )01,0;005,0∈εi  0,199 2,494 0,020 0,010 0,005 0,022 0,015 
( )1,0;05,0∈εi  0,250 2,731 0,184 1,021 0,011 0,103 0,103 

Табл. 2. Результаты, полученные без погрешностей и с погрешностями в априорных значениях проницаемости 

Погрешность 
[МПа] 

all
avK∆  

[мкм2] 

all
maxK∆  

[мкм2] 

w
avK∆  

[мкм2] 

w
maxK∆  

[мкм2] 

all
avr  

[МПа] 

all
maxr  

[МПа] 

w
maxr  

[МПа] 
0,0 == jii εε  0,195 2,401 0,008 0,063 0,004 0,020 0,006 

( )001,0;0005,0∈ε ji  0,195 2,418 0,008 0,064 0,004 0,021 0,006 

( )01,0;005,0∈ε ji  0,198 2,511 0,024 0,104 0,004 0,020 0,006 

( )1,0;05,0∈ε ji  0,261 2,319 0,217 0,797 0,007 0,025 0,001 
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реальных задачах может быть получена методами гео-
физических исследований прискважинных областей. Для 
демонстрации предложенного подхода решена модель-
ная задача идентификации поля проницаемости пласта, 
вскрытого большим числом добывающих скважин, в ус-
ловиях однофазной стационарной фильтрации жидкости.

Исследовано влияние погрешностей интерполяции, 
погрешностей в замерах забойного давления и в апри-
орных значениях проницаемостей на решение задачи. 
Полученные результаты показывают, что вычисленные 
поля проницаемости хорошо согласуются с истинным. 
Максимальная разница между вычисленными и истин-
ными значениями проницаемости наблюдается вблизи 
границ пласта. Погрешности в значениях забойного дав-
ления и в априорных значениях проницаемости меньше 
влияют на вычисленное поле проницаемости по сравне-
нию с погрешностью интерполяции. При уменьшении 
погрешностей в замерах забойного давления и в априор-
ных значениях проницаемостей, вычисленные значения 
проницаемости как в прискважинных областях, так и по 
всему пласту приближаются к значениям, полученным 
без этих погрешностей.
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Табл. 3. Результаты, полученные без погрешностей и с погрешностями в значениях забойного давления и априорных значениях 
проницаемости

Погрешность 
[МПа] 

all
avK∆  

[мкм2] 

all
maxK∆

[мкм2] 

w
avK∆

[мкм2]

w
maxK∆

[мкм2]

all
avr  

[МПа] 

all
maxr  

[МПа] 

w
maxr  

[МПа] 
0,0 == jii εε 0,195 2,401 0,008 0,063 0,004 0,020 0,006 

( )001,0;0005,0, ∈εε jii  0,195 2,415 0,008 0,066 0,004 0,020 0,007 

( )01,0;005,0, ∈εε jii 0,195 2,430 0,030 0,131 0.004 0,020 0,016 

( )1,0;05,0, ∈εε jii  0,310 2,756 0,307 1,190 0,010 0,099 0,100 
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In English

Abstract. A model problem of the permeability field 
identification for a three-dimensional reservoir opened by a 
large number of wells in the conditions of stationary single-
phase fluid filtration is considered. The permeability field is 
determined in the process of solving the inverse coefficient 
problem by on known values of bottomhole pressure. 
The solving problem algorithm is constructed so that the 
proportionality coefficients of the layers permeability on 
wells obtained from the results of geophysical well survey 
are preserved. The influence of various types of errors on the 
identification results is studied.
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