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ÍÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÀß  ÄÅÔÎÐÌÀÖÈß  ÏÎËÎÃÎ

ÖÈËÈÍÄÐÀ

Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (α, β, γ) ñòðîèò-

ñÿ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ êðóãîâî-

ãî öèëèíäðà. Íà òîðöàõ öèëèíäðà γ = ± 1 çàäàíû ñòàòè÷åñ-

êèå èëè êèíåìàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðè÷åì åäèí-

ñòâåííûì òðåáîâàíèåì ê çàäàííûì íà òîðöàõ ôóíêöèÿì

ÿâëÿåòñÿ èõ ðàçëîæèìîñòü â ðÿäû Ôóðüå-Áåññåëÿ è Äèíè.

Íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ öèëèíäðà êðàåâûå óñëîâèÿ âû-

ïîëíÿþòñÿ íà êîíå÷íîì ÷èñëå ëèíèé α =1, γ = γ
i
 è α = a,

γ  =γ
j 
, ïðè÷åì íà êàæäîé èç ýòèõ îêðóæíîñòåé ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ñâîè, è âûïîëíÿþòñÿ îíè òî÷íî.

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó òî÷íûå ðåøåíèÿ ïîñòðîåíû

òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ îñåñèììåòðè÷íîé äåôîðìàöèè öèëèí-

äðà èëè äëÿ ÷àñòíîãî âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áîêîâîé

ïîâåðõíîñòè, èëè òîðöàõ öèëèíäðà (Shirokova, 2004). Èí-

ôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè ïðîáëåìû èìååòñÿ â ðàáîòå (Ãó-

ðüÿíîâ, 1992).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ öèëèíäðà â ïåðåìåùåíèÿõ ïðè

îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë èìåþò âèä (Ïàðòîí, Ïåðëèí,

1981):

                             (1)

ïðè÷åì

 .                  (2)

Ñîîòíîøåíèÿ çàêîíà Ãóêà

                    (3)

Çäåñü R, r – âíåøíèé è âíóòðåííèé ðàäèóñû òðóáû, 2h –

âûñîòà öèëèíäðà, u, v, w – ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê öèëèíäðà

âäîëü îáðàçóþùåé, íàïðàâëÿþùåé è íîðìàëè ê ïîâåðõ-

íîñòè, σ
αα

,
  
σ
ββ

, σ
γγ
, σ

αβ
, σ

αγ
, σ

βγ
 – íàïðÿæåíèÿ â öèëèíäðå, E,

υ  – ìîäóëü óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,

,

                     (4)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

íà òîðöàõ çàäàíû ïåðåìåùåíèÿ

                              (5)

ëèáî íàïðÿæåíèÿ

                         (6)

ïðè÷åì ôóíêöèè f
s , 

g
s
 , t

s
 , êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ðàç-

ëîæèìû â ðÿäû Ôóðüå ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå β è â ðÿäû

Ôóðüå-Áåññåëÿ è Äèíè ïî êîîðäèíàòå α. Íà ëèíèÿõ áîêî-

âîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ìîãóò çàäàâàòüñÿ êàê ïåðåìå-

ùåíèÿ, òàê è íàïðÿæåíèÿ. Êðàåâûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ

íà êàæäîé ëèíèè òî÷íî. ×èñëî òàêèõ ëèíèé êîíå÷íî.

Èçâåñòíî, ÷òî îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

∆e = 0                                               (7)

Ðåøåíèå çàäà÷è
Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (7) ïî îêðóæ-

íîé êîîðäèíàòå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ

                            (8)

òîãäà îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ðÿäîâ èìååì óðàâ-

íåíèÿ

,    
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,         (9)

     .

Çäåñü

                 (10)

        (11)

Íà÷èíàåì ðåøåíèå ñî âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (9),

çàòåì èíòåãðèðóþòñÿ îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïîñëå ÷åãî âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (10) è êðàåâûå óñëîâèÿ.

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (9) èùåòñÿ â âèäå ñóììû

                                (12)

ïðè÷åì ïîä ñèìâîëîì Ô
n
  ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëþáàÿ êîìïî-

íåíòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ)

öèëèíäðà. Êàæäàÿ ãðóïïà êîìïîíåíò ïî îòäåëüíîñòè óäîâ-

ëåòâîðÿåò âñåì óðàâíåíèÿì ñèñòåìû (9), ïðè÷åì ãðóïïà

êîìïîíåíò «ñ ÷åðòîé» îòâå÷àåò çà âûïîëíåíèå êðàåâûõ

óñëîâèé íà òîðöàõ öèëèíäðà, êîìïîíåíòû «ñ âîëíîé» ó÷à-

ñòâóþò â âûïîëíåíèè óñëîâèé íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Ïóñòü

                  (13)

ãäå J
n
 (z) – ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, ïàðàìåòð a

kn 
áóäåò îïðåäåëåí

ïîçäíåå.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (13) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñ-

òåìû (9) è ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî

        (14)

îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòà ðÿäà ïîëó÷àåì îáûêíîâåí-

íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

,                    (15)

Î÷åâèäíî,

                (16)

ãäå D
1kn , 

D
2kn 

– ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Åñëè ïðèíÿòü

          (17)

òî ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (9) èìååò âèä

    (18)

Âû÷èñëèì ñóììó è ðàçíîñòü îñòàâøèõñÿ äâóõ óðàâíå-

íèÿ ñèñòåìû (9), òîãäà

 +

                          

èëè

   (19)

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (13) è ôîðìóë

            (20)

ìîæåì ñ÷èòàòü

   (21)

  

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

                  (22)

  

  

Òåïåðü

                                                    (23)

Ïîñëå óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèþ (10) ïîëó÷àåì

          (24)

Âûïîëíèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ. Ïóñòü

  

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f
sn 

â âèäå ðÿäà Ôóðüå-Áåññåëÿ

                       (25)

ïðè÷åì a
kn

 – ê-é ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ôóíêöèè Áåññåëÿ

J
n
 (z), à

        (26)

Ïóñòü
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                (27)

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Äèíè, òîãäà a
kn 

– êîðåíü óðàâíåíèÿ

                        (28)

ãäå H – ëþáîå ÷èñëî êðîìå H = – (n + 1) , à

.

Åñëè ïðèíÿòü H = (n + 1), òî â ñèëó ôîðìóëû

               (29)

óðàâíåíèå (28) ïðèíèìàåò âèä J
n
 (z) =0, òî åñòü ïàðàìåòð

a
kn

 ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Äèíè (27) òîò æå, ÷òî è äëÿ ðÿäà (25).

Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíò ðÿäà Äèíè ñèëüíî óïðîùàåòñÿ,

ïîñêîëüêó

÷òî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (28). Èòàê,

   (30)

Íåñêîëüêî ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ ðàçëîæåíèåì â ðÿä

Äèíè ôóíêöèè f
sn 

–
 
g

sn
 . Êàê óæå ãîâîðèëîñü âûøå, ýòó ôóí-

êöèþ íåîáõîäèìî ðàçëàãàòü â ðÿä ïî ôóíêöèÿì J
n –1

 (a
kn

 α),

íî â ñèëó ôîðìóëû

             (31)

ïàðàìåòð ðàçëîæåíèÿ a
kn

 áóäåò êîðíåì ôóíêöèè Áåññåëÿ

J
n
 (z) òîëüêî ïðè H = – (n + 1), êîãäà â ðàçëîæåíèè Äèíè

äîëæåí ïîÿâèòüñÿ íóëåâîé ÷ëåí, òî åñòü

     (32)

çäåñü

                   (33)

Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì íåîáõîäèìîñòü íóëåâîãî

÷ëåíà âî âòîðîé ôîðìóëå (21). Èç êðàåâûõ óñëîâèé (5),

ïîëó÷àåì âîñåìü óðàâíåíèé

               (34)

îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ D
1kn 

– D
6kn 

è ξ
n
 , η

n
.

Èòàê, óðàâíåíèÿ ðåøåíû, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5) íà

òîðöàõ âûïîëíåíû.

Ïîñêîëüêó íàïðÿæåíèÿ σ
αγ

 ± σ
βγ

, σ
γγ
ïðåäñòàâèìû â âèäå

ðÿäîâ, àíàëîãè÷íûõ ðÿäàì äëÿ u ± v, w, ÷òî ñëåäóåò èç ñîîò-

íîøåíèé (3), âûïîëíåíèå àëüòåðíàòèâíûõ êðàåâûõ óñëî-

âèé (6) ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé íå ïðåäñòàâëÿåò.

Èùåì âòîðîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, îòâåòñòâåí-

íîå çà âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áîêîâîé ïîâåð-

õíîñòè öèëèíäðà â âèäå êîíå÷íîé ñóììû

                     (35)

çäåñü I
n
 (z) – ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, îò ÷èñ-

ëà M çàâèñèò, íà ñêîëüêèõ ëèíèÿõ áîêîâîé ïîâåðõíîñòè

âûïîëíÿþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, íî, êàê áóäåò ïîêàçàíî

íèæå, íå çàâèñèò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, çíà÷åíèå ïàðàìåòðà

λ
mn

 áóäåò îïðåäåëåíî â õîäå ðåøåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿåì ñîîòíîøåíèå (35) âî âòîðîå óðàâíåíèå

ñèñòåìû (9), è ó÷èòûâàåì ïðè ýòîì óðàâíåíèå

        (36)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

             (37)

îòêóäà ñëåäóåò

            (38)

Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîãèá, çàäàâ åãî â âèäå

            (39)

òîãäà

 

     (40)

Ïðîäåëàâ òó æå ïðîöåäóðó ñ òðåòüèì è ÷åòâåðòûì óðàâ-

íåíèÿìè ñèñòåìû (9), ÷òî äåëàëè ðàíåå, ïîëó÷àåì

         (41)

Åñëè ïðèíÿòü

            (42)

íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

        (43)

Òåïåðü

     (44)

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå äëÿ ôóíêöèé 
n
, 

n
, 

n
, 

n
 ñî-

îòíîøåíèÿ â óðàâíåíèå (10), ÷òî ïîçâîëèò îïðåäåëèòü ñâÿçü

ìåæäó ïîñòîÿííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ C
1kn

– C
8kn 

. Ñîîòíî-

øåíèå (10) âûïîëíÿåòñÿ ïðè
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íûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ âûïîëíÿþòñÿ òåì òî÷íåå, ÷åì áîëü-

øå óäåðæèâàåòñÿ ÷ëåíîâ ðÿäîâ ïî k. Êðàåâûå óñëîâèÿ íà

ëèíèÿõ áîêîâûõ ïîâåðõíîñòåé âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî ïðè

ëþáîì êîëè÷åñòâå ÷ëåíîâ âî âòîðîì ðåøåíèè, ñàìî æå

÷èñëî M îïðåäåëÿåò ëèøü ÷èñëî ýòèõ ëèíèé íà ïîâåðõíîñ-

òÿõ α =1 è α = a .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàëàñü îñåñèììåòðè÷-

íàÿ äåôîðìàöèÿ ñïëîøíîãî öèëèíäðà ïðè ε = 1, ïðè÷åì

íà åãî òîðöàõ âûïîëíÿþòñÿ ñòàòè÷åñêèå óñëîâèÿ

u(1, γ) = w(1, γ) = 0.

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà υ = 0.3. Îáà ïåðåìåùå-

íèÿ ðàâíÿëèñü íóëþ íà ëèíèÿõ: γ = 0,0.1 , ± 0.2 , ± 1 áîêîâîé

ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, çàòåì ê ýòèì ëèíèÿì äîáàâëÿëèñü

åùå ÷åòûðå γ = ± 0.4, ± 0.6.

Áûëî èíòåðåñíî óñòàíîâèòü, êàêîâà ïîãðåøíîñòü âû-

ïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ,

íå ëåæàùèõ íà ýòèõ ëèíèÿõ. Â ñëó÷àå 6 ëèíèé çíà÷åíèÿ

îáîèõ ïåðåìåùåíèé íå ïðåâûøàëè 0.002 ïî ñðàâíåíèþ ñ

åäèíèöåé. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ëèíèé äî 10 ïîãðåøíîñòü

âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê

íóëþ, íî ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü íîðìèðîâàíèÿ êîýô-

ôèöèåíòîâ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïîñòî-

ÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè èñïîëü-

çîâàíèÿ â ðàñ÷åòàõ òîëüêî ïåðâîãî èç äâóõ ðåøåíèé. Îíî

ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü òî÷íî âñå êðàåâûå óñëîâèÿ íà òîð-

öàõ öèëèíäðà è îäíî èç óñëîâèé íà åãî áîêîâîé ïîâåðõíî-

ñòè. Èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî êàê äëÿ ïåðå-

ìåùåíèé, òàê è äëÿ íàïðÿæåíèé â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ

êà÷åñòâåííî îòëè÷àþùèéñÿ îò òî÷íîãî ðåçóëüòàò.
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Íèêîëàé Ãåîðãèåâè÷

Ãóðüÿíîâ
äîêòîð ôèç.- ìàò. íàóê, ïðîôåññîð,

çàâåäóþùèé êàôåäðîé îáùåé ìàòå-

ìàòèêè, çàñëóæåííûé ðàáîòíèê

ÂØ ÐÔ. Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðå-

ñîâ – òåîðèÿ óïðóãîñòè, ìåõàíèêà

ïëàñòèí è îáîëî÷åê.
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Îëüãà Íèêîëàåâíà

Òþëåíåâà
 êàíäèäàò ôèç.- ìàò. íàóê, äîöåíò

êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè. Îá-

ëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ – ìåõàíè-

êà ïëàñòèí è îáîëî÷åê.

          (45)

Ïîñêîëüêó íà òîðöàõ öèëèíäðà êðàåâûå óñëîâèÿ óæå

âûïîëíåíû, ïîòðåáóåì, ÷òîáû òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûå

ïåðåìåùåíèÿ ïðè γ = ± 1 áûëè íóëåâûìè. Â ðåçóëüòàòå

ïðèõîäèì ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé, êîòîðàÿ èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè ïàðà-

ìåòðû λ
mn 

îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé

Åñëè  êîðåíü óðàâíåíèÿ

,

òî   

Êîãäà   êîðåíü óðàâíåíèÿ

,

èìååì 

Ïðè ýòîì

 (46)

Â èòîãå

          (47)

Íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé çàêîíà

Ãóêà (3) äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ C
1mn

, C
2mn 

îïðå-

äåëÿþòñÿ èç êðàåâûõ óñëîâèé íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ

öèëèíäðà, ïðè÷åì ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé íåîáõî-

äèìî ó÷èòûâàòü ïåðâîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷-




